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La Fundacién BBY, alerta siempre a las grandes transforma-
ciones de la sociedad actual, reconoce que uno de los mayores
cambios que se han producido en los paises occidentales ha si-
do el experimentado en la atencién médica. La medicina tradi-
cional, basada en una relacion simple del médico con el enfer-
mo, ha ido dando paso a formas cooperativas y colectivizadas
de la asistencia sanitaria, en las que la atencion a la salud y los
cuidados de la enfermedad constituyen un derecho humano
bésico y una obligacién para toda la sociedad.

El primer Encuentro en el que trabajé la Fundacion en materia
de Sanidad tuvo lugar en 1992 y sirvié como preparacion y ante-
cedente para el disefio de una linea estratégica de inves-
tigacion sobre Salud y Modelos Sanitarios. Desde entonces, la
Fundacién intenta contribuir al debate sobre la Sanidad en Espa-
fia desde una perspectiva pluridisciplinar, formulando propues-
tas de mejora para lograr una mayor eficiencia y equidad del sis-
tema. Esta drea estratégica integra tres lineas de investigacion:
La Formacion de los Profesionales de la Salud analiza la
diversidad de las profesiones sanitarias y el desequilibrio exis-
tente entre el rapido desarrollo del sistema asistencial y los es-
quemas y métodos formativos de los profesionales sanitarios,
especialmente del médico. Las investigaciones y debates se cen-
tran en la situacién de las distintas titulaciones, las carencias de
las especialidades médicas y de la enfermeria y la formacién de
gestores y otros profesionales sanitarios.

Organizacion y Gestion del Sistema de Salud estudia las
alternativas de organizacién sanitaria con el objetivo de ofrecer
planteamientos de futuro, disenados a la luz de modernos crite-
rios de eficiencia y equidad. El nuevo papel de los ciudadanos
como consumidores de servicios sanitarios, las relaciones en-
tre financiacion e incentivos y la eficacia de la gestién son algu-
nas de las cuestiones incluidas en esta linea de investigacion.
Salud, Comunicacion y Sociedad examina las actividades y
conductas de los ciudadanos en relacién con la salud, asi como
la influencia de los programas de comunicacion y los medios
empleados en la informacion sanitaria dirigida a la sociedad.
Meétodos cuantitativos para la toma de decisiones (con aplicaciones
en el ambito sanitario) presenta algunos de los métodos actual-
mente mas relevantes que ayudan a los gestores a tomar deci-
siones, tales como la programacion lineal y la gestién de colas.
Este libro se ha escrito basicamente para dos tipos de usuarios.
Por un lado, para el administrador general o administrador en
potencia; por otro, para el estudiante de cursos de posgrado
en gestion y administracion.
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PRESENTACION

Este libro se refiere al uso de modelos cuantitativos en la resolu-
cion de problemas de gestion y administracion de sistemas com-
plejos, con especial énfasis en la toma de decisiones. Ha sido escri-
to para dos tipos de usuarios: el administrador general o adminis-
trador en potencia, que pueden sacar provecho de su uso, o de la
comprension de los modelos cuantitativos, o para estudiantes de
cursos de posgrado o masters en gestion y administracion. Otro
aspecto a destacar es que todos los problemas planteados en el li-
bro estan relacionados con la gestién de sistemas sanitarios. La ra-
zén es bien simple: la toma de decisiones en el entorno sanitario
suele ser muy compleja. Si bien muchos problemas con los cuales
se enfrentan los gestores y responsables en organizaciones sanita-
rias no son analiticamente diferentes de problemas en otras indus-
trias, muchos otros son bastante peculiares debido a algunas de las
caracteristicas intrinsecas de los sistemas de atencién sanitaria.

El libro no pretende ser exhaustivo en cuanto a las técnicas existen-
tes, ya que existe un sinfin de excelentes manuales de técnicas
cuantitativas y de investigacion operativa (algunos de ellos se citan
al final del libro). La gran diferencia entre este libro y los manuales
clasicos radica en que el nivel de complejidad matematica se man-
tiene al minimo nivel posible, y se hace especial énfasis en el plan-
teamiento de modelos y en explicar como algunas de las técnicas
existentes pueden ayudar a solucionar problemas que aparecen en
cualquier organizacion. Por ello, para su lectura no se necesita una
formacién matemdtica previa; incluso se puede decir que en todo
el libro no se utilizan mas que las cuatro operaciones aritméticas
basicas: sumar, restar, multiplicar y dividir.

En la referencia bibliogrifica a este libro, en el website de la Funda-
cion BBV (http.//www.fbbv.es), puede cargarse una aplicacion prac-
tica con ejemplos, disefiada por el autor.

Fundacién BBY
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1. INTRODUCCIQN: METODOS CUANTITATIVOS
EN LA GESTION SANITARIA'

El desarrollo de la investigacién operativa, segin muchos autores,
ha representado uno de los avances cientificos més importantes
desde mediados del siglo XX. Actualmente es una herramienta utili-
zada en muchos campos de la administracién, de la economia y de
la ingenieria. Existen muchos libros de texto sobre el tema y miles
de articulos cientificos en revistas especializadas.

La investigacién operativa tiene como base el método cientifico
para investigar y ayudar a tomar decisiones sobre los problemas
complejos de las organizaciones de hoy en dia. Bisicamente la in-
vestigacién operativa sigue los pasos siguientes: (1) la observacion
de un problema, (2) la construccion de un modelo matematico que
contenga los elementos esenciales del problema, (3) la obtencion,
en general con la ayuda de un ordenador, de las mejores solucio-
nes posibles con la ayuda de algoritmos exactos y heuristicos y fi-
nalmente (3), la calibracién y la interpretacién de la solucién y su
comparacién con otros métodos de toma de decisiones.

Un ejemplo simple, el problema de la asignacién, nos puede servir
para ilustrar la dificultad esencial de la investigacion operativa. Un hos-
pital tiene 70 trabajadores con cualificaciones diferentes (médicos, en-
fermeros, ATS, personal de administracion, etc.) que hemos de asig-
nar a 70 actividades también diferentes. Si pudiéramos determinar un
valor que reflejase la asignacién de un trabajador a una tarea determi-
nada, tendriamos que escoger una entre 70! formas posibles de per-
mutacion de las asignaciones que maximice el valor total. Como que
70! es aproximadamente igual a 10'%, necesitariamos un ordenador

I Una versién de este capitulo ha sido publicada en el volumen dedicado a la Eco-
nomia de la Salud de la revista Papeles de Economia, en 1998. La profesora Helena
Ramalhinho fue co-autora del articulo,
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que ejecutase |1.000.000 de operaciones por segundo durante aproxi-
madamente 1087 afios (muchas veces la vida proyectada del universo)
para examinar todas las permutaciones. Problemas de decisién como
éste son muy comunes y se tienen que desarrollar modelos de pro-
gramacion matemdtica, métodos matematicos para obtener solucio-
nes a los modelos y algoritmos de ordenador (procedimientos paso a
paso) muy eficientes. Se dice que la investigacién operativa constituye
el 25 % del tiempo total utilizado por los ordenadores para resolver
problemas cientificos.

La investigacion operativa ha tenido un impacto impresionante en
la mejora de la eficiencia de numerosas organizaciones en todo el
mundo. Existen innimeras aplicaciones con éxito en todos los
campos en donde la toma de decisiones es compleja y que pueden
implicar para la organizacién grandes inversiones o cambios en la
organizacién que determinen su futuro.

La investigacién operativa tiene una presencia importante en la
gestion y planificacion de sistemas sanitarios. Si bien muchos pro-
blemas con los cuales se enfrentan los gestores y responsables en
organizaciones sanitarias no son analiticamente diferentes de pro-
blemas en otras industrias, muchos otros son bastante peculiares
debido a algunas de las caracteristicas intrinsecas de los sistemas
de atencién sanitaria. Algunas de estas caracteristicas son la posibi-
lidad de muerte o calidad baja de vida, la dificultad de medir ade-
cuadamente el valor y la calidad de los resultados obtenidos, la
toma conjunta de decisiones por diversos colectivos de indole muy
diferente (personal médico, de enfermeria, gestores), los mecanis-
mos de pago por parte de terceros de los diagndsticos y los trata-
mientos, y el concepto del acceso a la atencién sanitaria como un
derecho universal. Este capitulo no pretende examinar exhaustiva-
mente la literatura sobre investigacion operativa en el campo sani-
tario, sino dar una idea de los diferentes ambitos sanitarios en los
cuales se ha utilizado con éxito la investigacion operativa para me-
jorar las decisiones de gestion y mostrar algunas aplicaciones que
se han producido en ellos.

I.1. Planificacién y disefio de sistemas sanitarios
I.1.1. Planificacién y estrategia

En la mayoria de los paises occidentales, la planificacién sanitaria se
realiza a nivel nacional o regional. En estos paises (quizas con ex-
cepcion de los Estados Unidos), la interaccién entre historia, cultu-
ra, economia, politica y otros factores han conducido a elaborar
estrategias muy similares para proveer acceso universal y control
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de costes, incluyendo alguna forma de seguridad social, un sistema
de pago Unico para todos los implicados, y techos presupuestarios
formales o informales. Debido a estas elecciones estratégicas, el
proceso de planificacién a nivel nacional o regional determina am-
pliamente el tipo y los niveles de los servicios y tecnologias y fre-
cuentemente (quizas implicitamente) el nivel del personal sanitario
y los niveles de servicios recibidos por la poblacién. La investiga-
cién operativa ha colaborado ampliamente en el disefio de estos
sistemas. Por ejemplo, en el Reino Unido se desarrollé un sistema
de ayuda a la decision para planificar los recursos necesarios en
servicios de tratamiento de SIDA. El modelo incorpora previsién
de la demanda por categoria de pacientes, protocolos de atenciéon
y necesidades presupuestarias y de recursos para los planificadores
centrales y locales pertenecientes al Servicio de la Salud Nacional
Britdnico 2. También éste se puede utilizar con los modelos de
programaciéon matemética de planificacion de atencion equilibra-
da ? incorporados en un ordenador personal para determinar la
necesidad de recursos y las asignaciones correspondientes para re-
giones y distritos sanitarios.

Otro tipo de aplicaciones se encuentra en el disefio de distritos sa-
nitarios en funcion de la prevision de la demanda por categoria de
pacientes y la oferta existente de los servicios sanitarios. El modelo
matematico en general tiene como objetivo minimizar la distancia
media de acceso a los servicios por parte de la poblacién. En algu-
nos casos en que se estan reorganizando los distritos algunos auto-
res han utilizado un segundo criterio: minimizar la desviacién entre
los distritos existentes y los propuestos, que mejoran la aceptacion
politica, También se han aplicado modelos de programacién lineal
para regionalizar servicios especificos, como laboratorios, en don-
de se consideran los costes anuales de operacién, el coste por
acto, los niveles de utilizacién y la distancia viajaba por los pacien-
tes. En general, el objetivo consiste en la minimizacién de los cos-
tes totales de operacion.

Otro dmbito muy importante dentro de la planificacién sanitaria es
el de la localizacién de los diferentes tipos de servicios sanitarios.
La buena ubicacién de ambulancias, de centros de urgencias, de
centros de asistencia primaria, entre otros, es uno de los determi-
nantes principales de la calidad del servicio. Se han desarrollado
muchos modelos para poder obtener una serie de localizaciones
optimas en funcién de los objetivos propuestos. En general, los
modelos pueden clasificarse en tres apartados, siguiendo la tipolo-

2 British National Health Service.
3 Balance of Care (BOC) models.
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gia de sus objetivos. El primer grupo corresponde a los modelos de
cobertura. Basicamente, se trata de encontrar la localizacion opti-
ma de un namero fijo de servicios de forma a maximizar su cober-
tura dentro de un tiempo o una distancia estindar predetermina-
da. El segundo grupo corresponde aquellos modelos que utilizan
como objetivo la minimizacién de la distancia o tiempo de despla-
zamiento medio de los usuarios potenciales del servicio. Por lti-
mo, el tercer tipo de modelos tiene como objetivo la minimizacion
de los costes totales del servicio (costes de apertura, costes de
operacion y costes de desplazamiento). En general, estos modelos
se basan en la programacion lineal entera. En algunos casos se
combinan dos o miés objetivos para poder examinar, por ejemplo,
el intercambio entre el nimero determinado de servicios y el gra-
do de cobertura. También se han desarrollado modelos que ubican
servicios que tienen una naturaleza jerdrquica, tales como centros
bésicos de asistencia primaria y centros con especialidades ambula-
torias. Finalmente, algunos modelos combinan la ubicacién éptima
de servicios con el disefio de los distritos sanitarios correspon-
dientes.

Muchos estudios se realizan a nivel institucional para planificar la
expansién o reduccion de servicios y centros. En el campo sanita-
rio, este problema se complica debido a la interdependencia entre
servicios y entre instituciones creada por las caracteristicas pro-
pias de la profesién médica, co-morbididades de pacientes, niveles
desconocidos de demanda latente y la creacion potencial de de-
manda. Para evitar estos problemas, la mayoria de los estudios, o
se concentran en especialidades determinadas (obstetricia, pedia-
tria y psiquiatria) o en grandes modelos generales de planificacion.
Un ejemplo del primer tipo de estudios consiste en estudiar como
el hecho de cerrar un determinado tipo de servicio (por ejemplo,
obstetricia) en algiin centro puede afectar a la carga del sistema y a
los resultados de una red hospitalaria. Para ello se suelen modelar
tres factores: relacién con otros servicios, redistribucién de la car-
ga de pacientes y medidas financieras. La relacion con los otros
servicios determina si el hecho de cerrar el servicio en algunos lu-
gares cambia el nivel general del servicio medido en términos de
mano de obra, necesidades de camas, nimero de salas de parto, y
medidas de resultados (que incluyen en nuestro ejemplo mortali-
dad neonatal, nimero de nacimientos, porcentaje de cesareas). El
modelo también estudia como el volumen de los pacientes se re-
distribuye entre las unidades restantes después de cerrar algunas y
como esto afecta al nivel general de servicio en estos centros. El
andlisis financiero determina como los costes directos, especificos
a un determinado servicio y marginales, pueden ser utilizados para
obtener el ahorro neto a la hora de cerrar algin servicio y los cos-
tes adicionales al aumentar la carga en otros centros.
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También es muy frecuente la aplicacion de la investigacion operati-
va para determinar la apertura de nuevos servicios. Por ejemplo,
examinar el efecto de abrir una nueva unidad determinada en un
hospital. La pregunta que en general se intenta responder es cémo
redistribuir la capacidad existente del hospital para poder crear
esta nueva unidad, en términos de camas, personal, etc. Para ello
es necesario conocer el flujo de llegadas al nuevo servicio y la du-
racién del tratamiento. En estos casos se utilizan modelos de ges-
tion de colas y simulacion con el objetivo de encontrar el nimero
optimo de camas necesario para esta nueva unidad.

La simulacion también se utiliza para examinar si un nuevo servicio
puede mejorar la productividad, la calidad o los resultados econo-
micos de un centro o de un sistema sanitario. Por ejemplo, varios
modelos de simulacién se han aplicado para estudiar los efectos de
modificaciones en el tipo de atencién sobre la productividad del
sistema (e.g., sustituciéon de médicos por asistentes o médicos por
enfermeras en atencion primaria). Estos modelos de simulacién
utilizan la programacion lineal como herramienta basica y se utili-
zan parametros tales como las horas de funcionamiento, los recur-
sos disponibles, los horarios de visita de los pacientes y su proceso
de llegada, los tiempos y las necesidades de servicio y la secuencia
de las tareas para adecuarse a las necesidades de servicio de los pa-
cientes. En general, este tipo de estudios se ha mostrado mas efi-
ciente que el tradicional uso de las funciones de produccién para
determinar la productividad, ya que incorporan en el analisis mu-
chos mds pardmetros sobre el funcionamiento del sistema. Un
ejemplo de ello fue la aplicacion de la simulacion para estudiar los
efectos sobre la productividad de la incorporacion de residentes a
la atenciéon médica. Se demostrd que, con la incorporacion de los
médicos residentes, se atenderian un total de 393 pacientes por
semana, comparado con 208 sin ellos, y que la productividad neta
aumentaria a lo largo del tiempo, resultado que también sugeria un
estudio realizado con funciones de produccién. Sin embargo, el
modelo de simulacién iba mas lejos, ya que debido a que el tiempo
de supervision médica y la congestion aumentarian durante los pe-
riodos iniciales con los residentes, habria un deterioro significante
en el tiempo de espera de los pacientes sin importantes aumentos
en los resultados. Los autores concluyeron que, aunque a largo
plazo el uso de médicos residentes aumentaria la productividad del
sistema, los costes a corto plazo podrian hacer prohibitiva su utili-
zacion, debido a las pérdidas en el nimero de pacientes y a los cos-
tes de supervisién.
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1.1.2. Previsiéon de la demanda

La prevision de la demanda agregada y la prevision de censos dia-
rios son un factor importante para mejorar la eficiencia en la utili-
zacién de los recursos disponibles para la atencién sanitaria. La in-
vestigacion en sanidad suele utilizar algoritmos bien conocidos en
otros sectores econdémicos para realizar previsiones, mas que rea-
lizar nuevas aportaciones metodoldgicas. Esto es debido a que mu-
chos modelos de planificacién como los descritos en el apartado
anterior necesitan como input la previsién de la demanda. En efec-
to, la prevision de la demanda es un componente importante de la
utilizacion de la capacidad y de la calidad del servicio en hospitales,
centros de atencion primaria, centros de urgencias y casi podria
decirse que en cualquier componente de lo que es la asistencia sa-
nitaria. La previsién de la demanda juega dos papeles: por un lado,
la determinacién de necesidades agregadas para los servicios (el
lado de la demanda) y, por el otro, en la planificacion censal (el lado
de la oferta). El andlisis de la demanda diaria determina las decisio-
nes hospitalarias de amplio espectro, que incluyen decisiones so-
bre asignacion de personal, servicios auxiliares, asignacién de hora-
rios de pacientes y servicios de apoyo (limpieza, comida, ropa de
cama, etc.), y también decisiones que afectan a servicios sanitarios
tanto de nueva creacién como existentes. En este sentido, la previ-
sion de la demanda en la atencién sanitaria se parece mucho a la
estructura de problema de planificacion agregada en entornos in-
dustriales y manufactureros.

Existen varias técnicas de previsién de la demanda. En primer lugar,
hay las aproximaciones cualitativas, tales como el andlisis histérico,
que utiliza el estudio de entornos similares o la historia de la pro-
pia organizacién para determinar la demanda futura. Esta técnica,
barata y facil de utilizar, ignora cambios ambientales y no permite
analizar nuevas decisiones en un entorno diferente al conocido.
Otra aproximacién cualitativa es la técnica Delphi, con la cual se
obtienen predicciones por un grupo de expertos a través de diver-
sas reuniones y debates. El proceso de discusion se repite hasta lle-
gar a un consenso. Esta técnica estd sujeta a sesgos ideoldgicos que
dificultan su utilizacién en entornos en donde las predicciones pue-
den no ajustarse a la visidén estindar de las operaciones del sistema.
Las otras areas de prevision de la demanda utilizan una aproxima-
cién cuantitativa. En general, se basan en técnicas de regresion ta-
les como medias méviles, minimos cuadrados ordinarios y mode-
los autorregresivos tipo ARIMA * de series temporales.

4 wAuto-Regressive Integrated Moving Averages.
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La diferencia basica entre estas técnicas, tanto cualitativas como
cuantitativas, reside en el grado en el cual el juicio subjetivo influen-
cia el modelo. Por ejemplo, la técnica Delphi intenta formalizar jui-
cios explicitos de expertos. Otras técnicas, como los modelos eco-
nométricos, contienen juicios implicitos (como la especificacion del
propio modelo). El impacto de estos juicios, sean implicitos o expli-
citos, sobre los resultados de la prevision puede ser importante. Por
ello, al escoger el modelo de prevision, se tendrian que considerar
estos juicios, y los resultados se deberian comparar con los de otras
aproximaciones. Del mismo modo, seria necesario el realizar anilisis
de sensibilidad para valorar la robustez del modelo.

1.1.3. Planificacién de la capacidad

La planificacion de la capacidad esta relacionada con las decisiones
que afectan los niveles apropiados de centros, equipos y personal
para atender una determinada demanda. En la atencién sanitaria, la
planificacion de la capacidad en general se centra en decisiones ta-
les como el nimero de camas, la capacidad de los quiréfanos, la
asignacion de la capacidad a diferentes servicios, del equipamiento
en general, de servicios auxiliares, asi como de factores que afec-
tan a la utilizacién de la capacidad, tales como los flujos de pacien-
tes, los niveles de personal médico y auxiliar y las combinaciones
de personal con diferentes calificaciones. Al examinar estos facto-
res, los proveedores buscan cémo aumentar la productividad de
los recursos existentes y la mejora de la calidad del servicio. En ge-
neral, el objetivo es la maximizacién de la utilizaciéon de recursos
de equipos de capital o la minimizacién de las ineficiencias y atrasos
en la prestacién de servicios sanitarios.

Muchos estudios permiten el proceso de planificacion de la capaci-
dad en un sistema de colas y utilizan la simulacién para obtener re-
sultados. Por ejemplo, para determinar la asignacion de camas den-
tro de un hospital en general se suele realizar un modelo de simu-
lacidon que incorpora las categorias de los pacientes en funcion de
su diagnéstico, sexo, tipo de ingreso, tiempo de la demanda, tipo
de habitaciones y tipo de médico (principal o residente). Los resul-
tados del modelo ofrecen datos sobre porcentaje de ocupacion,
censo medio diario y nimero anual de pacientes-afio. Otros datos
secundarios indican las peticiones de ingreso, reservas, rechazos
debido a no encontrar un dia de ingreso adecuado, listas de espera
y transferencias. El simulador también puede permitir la evaluacién
de diferentes reglas de asignacién de pacientes.

Otras técnicas utilizadas en el disefio de la capacidad son los pro-
cesos de Markov y Semi-Markov, sobre todo en sistemas en donde
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el tipo de atencion del paciente cambia en funcién de su estado de
salud. En este tipo de técnicas se calculan las probabilidades transi-
cionales de pasar de un estado a otro para obtener el nivel espera-
do de utilizacién y la consecuente capacidad del sistema. Si se co-
noce la tasa de llegada en equilibrio, el tiempo medio dentro de
cada unidad de atencién, y la probabilidad de que una unidad deter-
minada esté a plena capacidad, entonces se pueden obtener las ta-
sas de utilizacion y de servicio del sistema.

1.1.4. Evaluacién de la eficiencia

La investigacion operativa se utiliza con frecuencia para evaluar la
eficiencia productiva de un determinado sistema. En general, se de-
fine una funcién frontera de un conjunto de produccién formado
por todas las combinaciones posibles de factores de produccion y
de producto final. Se intenta determinar para cada organizacion
dentro del sistema su posicién en términos de eficiencia respecto a
la frontera o, mas especificamente, su distancia respecto a ella. Las
distancias mas comunes son o en términos de los factores de pro-
duccion, es decir, la cantidad de factores utilizada con respecto a la
que seria suficiente, dado un nivel de producto, si la actividad fuese
eficiente; o en términos de producto, que es la cantidad maxima de
producto que se alcanzaria si la unidad fuera eficiente, dado el nivel
de factor consumido. Cuando la frontera se determina sin una fun-
cion de produccion especifica, pero con unas propiedades forma-
les que satisfacen los puntos del conjunto de produccion (como
por ejemplo la libre disponibilidad de inputs y outputs), se utiliza
una aproximacion no-parameétrica, que en general utiliza la progra-
macion lineal como herramienta para determinar la frontera. Por
otro lado, a veces se especifica una forma funcional con parime-
tros constantes, estimandose sus parametros de manera que las
observaciones queden sobre o por debajo de la funcién, Con res-
pecto a esta funcion se mide la eficiencia, que sera distinta segin la
forma funcional especificada a priori. Esta es una aproximacién pa-
ramétrica. El avance de la investigacién en este campo en los ulti-
mos afios ha sido enorme y existe un sinnimero de aplicaciones
para determinar la eficiencia de un determinado servicio en con-
creto o de los centros hospitalarios en general pertenecientes a
una red sanitaria.
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1.2. Gestion de operaciones
1.2.1. Sistemas de informacién sobre la gestién

Hoy en dia, el nivel de complejidad de las operaciones dentro de
cualquier organizacién tiende a ser muy elevado. La gestion sanita-
ria no se escapa de esta complejidad, sino que la aumenta. El volu-
men de informacién necesario es muy grande, y abarca tanto la ne-
cesidad de controlar la gestion econémica como la necesidad de
generar informacién médica que puede ser utilizada para mejorar
la calidad del servicio. Actualmente se han desarrollado muchos
modelos de informacién sobre la gestién en el campo sanitario. En
general, estos sistemas se combinan con algunas herramientas de
ayuda a la decisién para mejorar el grado de reaccién de las deci-
siones, la calidad de la atencién y la productividad. Las mejoras en
la atencién pueden obtenerse debido a la reduccién en el tiempo
de espera de la ejecucion de las acciones a realizar determinadas
por el médico y la eficaz disponibilidad de los resultados obtenidos,
la eliminacion de servicios innecesarios, la reduccion de errores, y
un aumento en la satisfaccion de los pacientes. Se consiguen au-
mentos en la productividad gracias a la disponibilidad de datos para
la decision sobre asignacién de personal, horarios, utilizacién de
equipos y por la eliminacion de acciones y sistemas redundantes.

1.2.2. Gestién de pacientes

El control de la demanda de servicios a través de la correcta pro-
gramacion de los pacientes puede ser un método muy eficaz para
ajustar la demanda a los servicios disponibles. Se puede decir que la
programacién de pacientes en clinicas para servicios externos e in-
ternos es una de las aplicaciones mas antiguas de la investigacién
operativa para mejorar la atencién sanitaria. Desde los afios 50, la
investigacion operativa ha estudiado extensamente este problema.

En el caso de pacientes externos, la metodologia mas utilizada es la
de gestion de colas junto con simulacién. La mayoria de los mode-
los utilizan como pardmetros principales el tiempo medio de con-
sulta, el coeficiente de variacién de ésta, la desviacion estandar de
la puntualidad de los pacientes y el nimero total de citas para ob-
tener resultados sobre el tiempo medio de espera, el tiempo du-
rante el cual un servicio estda desocupado y las horas extras
del personal médico. El objetive consiste en encontrar una organi-
zacion del sistema (nimero de médicos y personal auxiliar, organi-
zacién de la cola, tiempo de asistencia) que minimice el tiempo de
espera de los pacientes mientras se mantienen los servidores ocu-
pados. Actualmente se utilizan tres tipos de modelos de programa-
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cién de pacientes externos: programacion por bloques, programa-
cion modificada por bloques y programacién individual. En la pro-
gramaciéon por bloques, un nimero determinado de pacientes es
citado dentro de un mismo intervalo horario (por ejemplo, de 9:00
a 13:00) y son atendidos con sistema FIFO 3, Este sistema suele ge-
nerar un largo tiempo de espera, alta congestién y tiempo libre mi-
nimo para el personal. La programacion modificada por bloques
reduce los intervalos horarios. Tiene algunas caracteristicas muy
parecidas al sistema de bloques, pero reduce el tiempo de espera
de los pacientes. Por otra parte, el sistema individualizado de asig-
nacion de horarios, en general, consigue menores tiempos de es-
pera que los otros dos sistemas, sobre todo si las citas previstas no
son significativamente menores que el tiempo de servicio. Sin em-
bargo, para este sistema se necesita mucha informacién sobre las
necesidades y las enfermedades de los pacientes, y a veces es nece-
sario el realizar clasificaciones por parte del encargado de la agen-
da, y sucesos imprevistos pueden causar serios problemas en ésta.

En el caso de la gestion de citas para pacientes internos, los mode-
los suelen ser mas complejos. El problema tiene tres dimensiones:
primero, el programar diariamente los ingresos selectivos junto
con los provenientes de urgencias dentro de cada unidad del hos-
pital; en segundo lugar, el agendar los pacientes internos a las uni-
dades apropiadas de tratamiento y diagnéstico durante su estancia
en el hospital, y en tercer lugar la programacion de las altas hospi-
talarias y de las transferencias a otros centros. Es obvio que estas
tres actividades estan ligadas entre si y dependen mucho de las ca-
racteristicas de los pacientes y del hospital. En general, la metodo-
logia utilizada se basa en las cadenas de Markov, programacién ma-
temitica, sistemas expertos, heuristicas y simulaciéon. Existen otros
métodos mas tradicionales asociados con la rutina de la organiza-
cién. Debido a la informacién precaria sobre la prevision de la de-
manda, sobre el funcionamiento interno y a la complejidad antes
descrita, la mayoria de hospitales utilizan métodos informales o ad
hoc, que conllevan a una mala planificacion del tamafio de los servi-
cios, la asignacion de personal y la utilizacion de la capacidad, pro-
vocando serias ineficiencias en forma de horas punta y horas valle
de utilizacion. Las horas valle suelen crear problemas de exceso de
contratacion. Las horas punta provocan congestién y, debido a las
caracteristicas intrinsecas del personal de un hospital, no es facil
corregir esta congestion con contratacion temporal. Todos estos
factores conllevan a una reduccién de la calidad del servicio y a un
aumento de costes. Estos problemas pueden ocurrir en todos los
niveles de la institucién. Por otro lado, la utilizacién de métodos

5 «First In, First Out», el primero que llega es el primero en ser atendido.
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cuantitativos analiticos puede mejorar muchos de estos problemas
y conseguir una utilizacion mas efectiva y eficiente de los recursos
disponibles.

1.2.3. Gestién y planificacién de recursos humanos

La gestion de los recursos humanos juega un papel primordial en el
dia a dia de los sistemas de atencién sanitaria. Esto es debido, entre
otros factores, a que el coste de personal suele representar la par-
tida mas grande dentro de los costes de operacién del sistema. De
ahi que, cada vez mds, los gestores se concentren mas en buscar
una mejor administracién al enfrentarse a presupuestos mis res-
trictivos. Asi como en otras organizaciones, la habilidad de asociar
los recursos humanos a la fluctuacién de la demanda afecta directa-
mente la eficiencia en las operaciones y a la calidad del servicio. El
desarrollo de nuevos métodos para gestionar el personal médico y
de enfermeria puede contribuir en gran parte a la reduccién de los
costes en la atencion sanitaria.

Si bien, en principio, la gestién de recursos humanos en el dmbito
sanitario puede parecer un problema similar al de cualquier organi-
zacion (uno necesita las personas adecuadas en el sitio adecuado y
en su momento adecuado), esto no siempre es asi, debido a varios
factores que complican seriamente el problema. En primer lugar,
existe una interrelacion entre los diversos colectivos altamente es-
pecializados y cualificados que tienen que estar disponibles en un
momento determinado para pacientes diferentes. Estos colectivos
incluyen personal de enfermeria, de rehabilitacién, médicos, técni-
cos y otros. El personal tiene que estar disponible veinticuatro ho-
ras al dia, considerando las fluctuaciones de la demanda. También
este tipo de personal tiene sus preferencias horarias y condiciones
de trabajo. Muchos de ellos también funcionan como profesionales
independientes, lo que dificulta su flexibilidad horaria, En segundo
lugar, en general es muy dificil medir la calidad del trabajo, lo que
provoca problemas cuando se pretende encontrar la combinacién
correcta de los profesionales necesarios para una atencion adecua-
da. En tercer lugar, en la mayoria de las carreras profesionales
existe una estructura organizativa plana con pocas posibilidades de
mejora. Como consecuencia de ello, la gestion de recursos huma-
nos tiene que estar enfrentindose continuamente a mantener la
satisfaccidn del personal durante afios e incluso décadas, para evi-
tar costes de absentismo laboral, rotacién de personal y reducir el
descontento.

La mayoria de los estudios basados en la investigacién operativa se
han concentrado en la gestién del personal de enfermeria. Otras
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aplicaciones se encuentran en la gestién del personal de laborato-
rio, el departamento de urgencias, de terapia respiratoria, y en el
ambito de los sistemas de sanidad gestionada (HMO ¢). Una vez
mias, las técnicas mds utilizadas incluyen la programacion matemati-
ca, la gestion de colas y la simulacion. Por ejemplo, una manera de
gestionar la enfermeria es organizarla en una jerarquia de tres ni-
veles de decision que operar en periodos de tiempo diferentes y
con precision también diferente. Estos son: asignaciones correcti-
vas, disefio de turnos y planificacién del personal. Las asignaciones
correctivas se realizan diariamente, el disefio de turnos de los en-
fermeros se disefia para un periodo de entre cuatro y ocho sema-
nas, la planificacion de personal se suele hacer a un afio vista,

En un determinado dia y dentro de un turno, la capacidad de per-
sonal entre las unidades puede ajustarse a fluctuaciones de la de-
manda y a absentismo no previsto. Estas asignaciones correctivas
dependen de las preferencias individuales de los empleados, de su
disponibilidad y de su capacitacion. El disefio de turnos consiste en
asociar la disponibilidad de personal a la carga de trabajo esperada
en las diferentes unidades. Para cada empleado se determina los
dias de trabajo, de descanso y la rotacién en un periodo determi-
nado. En este caso, las preferencias individuales y las necesidades
tienen que ser consideradas para evitar la insatisfaccion. Estos dos
niveles de decision son ticticos, ya que conciernen a la utilizacion
de un personal ya contratado por la organizacién con sus conoci-
mientos y especialidades. El tercer nivel corresponde al de las
«grandes decisiones», en el que se determinan las necesidades a
medio y largo plazo de personal por categorias y especialidades. La
mayoria de los modelos estudian los dos primeros niveles. En mu-
chos casos se utilizan modelos econométricos de prevision para
predecir el disefio de turnos y las necesidades de horas de perso-
nal por unidad. Otros modelos se basan en la gestién de colas y en
la combinacién de ésta con programacion lineal entera mixta, esto
es, modelos lineales de optimizacion, en los cuales algunas de las
variables sélo pueden tomar valores enteros.

1.3. Gestion médica
1.3.1. Cribaje de enfermedades

La introduccion y mejora de tests para detectar enfermedades ha
implicado un serio avance en el diagnéstico médico y en la detec-

& gHealth Maintenance Organizations», Organizaciones para el Mantenimiento
de la Salud.



Introduccion: métodos cuantitativos en la gestion sanitaria

cién de patologias. Estos tests se pueden aplicar individual o colec-
tivamente a un sector de la poblacion. Estos dos tipos de cribaje
requieren de una modelizacién diferente porque implican objeti-
vos diferentes para los decisores, y las restricciones, parametros y
variables del modelo pueden cambiar considerablemente. Por
ejemplo, en los cribajes poblacionales, el objetivo puede ser la mi-
nimizacion de la prevalencia de una enfermedad contagiosa en una
poblacién sujeta a las restricciones de recursos. Para un individuo,
el objetivo puede ser la prolongacién de la vida (o de su calidad) y
las restricciones pueden estar asociadas a su capacidad o disponibi-
lidad de pago y los parametros de las caracteristicas individuales de
los pacientes. En cada caso, los decisores son también diferentes: a
nivel colectivo puede ser el director de un servicio de salud o ges-
tor de salud publica de una regidn, y a nivel individual el propio pa-
ciente o su médico.

Los programas de cribaje masivos se han utilizado en muchas dreas
médicas, tales como el SIDA, hepatitis A, B, no-A, no-B, tuberculo-
sis, sifilis y otras enfermedades infecciosas. En algunos paises exis-
ten protocolos de cribaje tanto para enfermedades contagiosas
como no contagiosas para realizar programas nacionales de salud.
Por ejemplo, en el Reino Unido existe un protocolo de cribaje po-
blacional para la deteccién de cancer de cuello de utero, destinado
a reducir la prevalencia de la enfermedad y a salvar vidas.

Uno de los problemas de estos cribajes masivos es su coste total.
Por un lado, tenemos unos costes directos asociados, tales como
el personal y el material necesarios para administrar el cribaje. Por
otro lado tenemos unos costes indirectos que pueden ser muy ele-
vados, tales como la inconveniencia y la incomodidad posible del
propio test, el coste de falsos positivos que implica la realizacion
de cribajes secundarios y un estrés emocional, e incluso el riesgo
de dafio fisico sobre la persona (por ejemplo, el efecto acumulado
de exposicion de rayos X o dano por una cirugia innecesaria). Por
lo tanto, al disefiar un cribaje hay que tener en cuenta, entre otras
cosas: (1) el intercambio entre el coste del test, que aumenta tanto
con la frecuencia de su aplicacién como con la precisién del test
utilizado; (2) el instrumento de aplicacién y las tecnologias existen-
tes; (3) la frecuencia de aplicaciéon; (4) el tamafio de la muestra; (5)
los problemas logisticos asociados a la implementacién del cribaje
y (6) la prevalencia de la condicién a cribar.

Los estudios epidemioldgicos son una de las dreas de investigacion
mds desarrolladas dentro del disefio de cribajes. Estos estudios se
preocupan de desarrollar modelos descriptivos de los procesos de
la enfermedad, su progresion y los factores causales. En el caso de
enfermedades contagiosas, se han desarrollado modelos estadisti-
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cos y matematicos (de ecuaciones diferenciales) para describir el
crecimiento, la madurez y el declive de varias enfermedades espe-
cificas. Otro campo de investigacion asociado al cribaje es el estu-
dio del mantenimiento, es decir, la modelizacién de la toma de de-
cisiones sobre la inspeccion y conservacién de unidades o sistemas
sujetos a deterioro u obsolescencia. En este caso se aplican mode-
los que incluyen la programacién matemdtica y la simulacién.

Los modelos de cribaje individual incorporan, frecuentemente, in-
formacion sobre la progresiéon de la enfermedad e intentan minimi-
zar la diferencia entre el tiempo esperado de deteccién de la enfer-
medad y su aparicién, o maximizar la diferencia entre el tiempo de
deteccion a través del cribaje y el tiempo de auto-deteccion o de
aparicién de sintomas evidentes de la enfermedad. Estos modelos
tienen una estructura temporal para el individuo, porque éste, a lo
largo de su vida, esta sujeto a probabilidades condicionales diferen-
tes de que aparezca la enfermedad. Por lo tanto, la programacion
temporal de los cribajes se determina secuencialmente con la utili-
zacion de resultados anteriores, o simultineamente para toda la
vida, por ejemplo, cada x afios. Muchos estudios han sido elabora-
dos para obtener un uso eficiente de los cribajes a nivel individual.
Se ha demostrado que, en general, utilizando la etiologia y el pro-
greso de una enfermedad y su relacién con la efectividad del criba-
je. la fiabilidad del cribaje y el tiempo de detecciéon pueden ser mo-
delizados mds como una funcién del estado de la enfermedad que
como su incidencia por defecto. Por ejemplo, en el caso de detec-
ciéon de cancer de mama, se han desarrollado modelos matemiti-
cos para explicar su evolucién, y después se utilizan los resultados
para disefiar el cribaje optimo. La tasa de la progresién de la enfer-
medad fue explicitamente incluida como un factor que afecta la
probabilidad de deteccién de la enfermedad. Otros modelos de
deteccion de cancer de mama incluyen dos atributos que conllevan
informacién sobre la efectividad del cribaje: la mamografia y la edad
del individuo. Modelizando estos factores como variables aleato-
rias se pueden derivar resultados analiticos para la sensibilidad
(tasa positiva verdadera) y la especificidad (tasa negativa verdade-
ra) de los procedimientos de test, utilizando repetidamente una
aproximacién basada en la estadistica bayesiana. Este tipo de traba-
jos se ha extendido a otros tipos de cincer, tales como los de co-
lon y de cérvix, y también a enfermedades no-cancerigenas ni con-
tagiosas, como puede ser la deteccion de glaucoma.

1.3.2. Decisién clinica

La contribucién de la investigacion operativa a la prevencion de en-
fermedades y a la gestién de pacientes constituye una extensa y
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creciente area de investigacion sobre servicios sanitarios. Este drea
se configura como un hibrido que retne las matematicas, el analisis
estructural de la investigacion operativa y las metodologias de ob-
tencién de soluciones (optimizacién, heuristicas, simulacién) junto
con un conocimiento profundo de los aspectos biolégicos, econé-
micos y sociales de la atencién sanitaria.

El andlisis de decisiones se ha convertido en un instrumento amplia-
mente utilizado a la hora de analizar decisiones médicas y la eficien-
cia de la practica clinica. Uno de los primeros principios al estudiar
una decisién en donde existe riesgo e incertidumbre es la determi-
nacion de los atributos, la estructura y los resultados de la decisién
junto con sus probabilidades concomitantes. En general se usan ar-
boles de decision para mostrar las probabilidades, resultados y no-
dos de decisién para problemas complejos, tales como tratamien-
tos de irradiacion de tiroides durante la infancia o tratamientos de
enfermedades en arterias coronarias. El aspecto principal a deter-
minar en este tipo de arboles es la identificacién de nodos criticos
o de aquellas variables que son importantes a la hora de tomar la
decisién o que el tomador de decisiones quiere modificar. En se-
gundo lugar, se sitta el andlisis de sensibilidad de los parimetros
del modelo, y con especial atencién a las probabilidades fijadas ex
ante, para examinar cambios en los resultados y la robustez del
modelo.

Otras aplicaciones de decision clinica se encuentran en lo que se
denomina mejora del resultado, es decir, el intentar mejorar la preci-
sion de los diagnésticos en condiciones agudas y/o crénicas, y en la
mejora de los resultados de las estrategias de cribaje. Un ejemplo
de este tipo de aplicaciones consiste en intentar modelizar el trata-
miento farmacoldgico de la hipertension. En primer lugar se desa-
rrolla una representacion estocastica del tratamiento de hiperten-
sion que predice el resultado de regimenes de tratamiento an-
ti-hipertensivo observados en situaciones clinicas. Esto se realizd
en la practica utilizando inputs de expertos para determinar los di-
ferentes protocolos de tratamiento y los resultados asociados. Se
incluyeron en el estudio la efectividad del régimen de tratamiento,
efectos colaterales, costes, sintomas de hipertension, y se utiliza-
ron como resultado las diferencias entre la presién sanguinea pre-
sentada por el paciente y la normal. Con estos pardmetros se pu-
dieron determinar las probabilidades de que un paciente tuviera la
presién sanguinea controlada en una visita determinada. A conti-
nuacién se obtuvieron, a través de expertos en el tema, las proba-
bilidades de que un paciente no vuelva a la consulta cuando su pre-
sién no estd controlada, y de que los pacientes se pierdan. Estos
pardmetros se incluyen en un algoritmo que determina el trata-
miento 6ptimo con la informacion obtenida. Dichos resultados
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fueron validados comparandolos a estudios sobre resultados de
tratamientos alternativos.

El andlisis coste-beneficio (ACB) y el anilisis coste-efectividad
(ACE) se encuadran en una tercera area en donde la investigacion
operativa ha contribuido sustancialmente al avance de la gestion
médica. En primer lugar, la investigacién operativa puede ser (til
para identificar los costes sanitarios netos, que incluyen costes di-
rectos de atencién médica, mas los costes debido a efectos colate-
rales negativos del tratamiento, menos el coste de la morbididad,
ya que estos Ultimos representan los ahorros de los que se benefi-
cia el sector sanitario debido a la prevencién de la enfermedad. En
segundo lugar su contribucién radica en ayudar a determinar la
efectividad sanitaria neta, es decir, el aumento de afios de vida de-
bido al tratamiento, mas el aumento de afios ganados gracias a la
eliminacién de la morbididad. Después se restan los afios de vida
perdidos debido a efectos colaterales. Estos afios, en general, se
ajustan por calidad de vida (QALYs7). De aqui se obtiene el ratio
coste-efectividad (costes dividido por los efectos netos). El analisis
coste-beneficio, por otro lado, pone un valor monetario a los efec-
tos netos y después examina si los beneficios son superiores a los
costes. Sin embargo, este sistema suele ser controvertido porque
obliga a valorar la vida humana en algunos casos. Existen varias téc-
nicas para obtener este valor, que incluyen la disponibilidad a
pagar, o la valoracién de capital humano. Por su parte, el ACE de-
termina la eficiencia relativa de un tratamiento determinado, y
comparando con tratamientos de enfermedades o condiciones si-
milares se puede identificar una frontera eficiente y un tratamiento
«optimon. Sin embargo, esta comparacién en muchos casos resulta
dificil porque cada tratamiento puede tener estructuras diferentes
tanto de proceso como de resultado. Por lo tanto, la mayoria de
decisiones se destinan mads a la mejora de la eficiencia que a la ob-
tencion de optimalidad.

Un ejemplo de aplicacion de técnicas de investigacién operativa
dentro del ACB es la decisién de inversion en tecnologia. Por
ejemplo, se puede simular una funcién de utilizacién de equipa-
miento ¥, a través del anélisis de Monte Carlo junto con la informa-
cién de los costes de inversion, se puede determinar bajo qué pa-
trones de utilizacion la inversion es rentable.

Como se ha visto en este capitulo, la investigacion operativa se uti-
liza en muchos de los ambitos relacionados con la atencién sanita-
ria. Cada vez mas se utilizan estas técnicas para ayudar al decisor a

7 «Quality-Adjusted Life Yearsy, afios de vida ajustados por calidad.
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tomar decisiones complejas en un mundo en donde los presupues-
tos son cada vez mads restrictivos y los recursos mas escasos. Por
otro lado, gracias al avance en el mundo de la informitica tanto a
nivel de equipos («hardware») como de programas («software»)
especificos, su aplicacion resulta cada vez mas sencilla y su abanico
cada vez mas amplio. Por un lado, problemas que no podian resol-
verse hace una década hoy son triviales en términos de tiempo de
ordenador; por otro lado, cada vez mds se desarrollan sistemas
«expertos» que simplifican y por lo tanto facilitan mucho la progra-
macién de los modelos. También existen muchas revistas especiali-
zadas y manuales de investigacién operativa para todos los niveles.

1.4. Dos ejemplos de aplicacion de la investigacion
operativa en el ambito sanitario

1.4.1. Planificacién y asignacién de recursos en un sistema
de salud mental ®

El organismo responsable del sistema de salud mental de un pais,
region o ciudad, tiene, entre otras, la responsabilidad de planificar
un programa de apoyo e integracién de enfermos mentales de esa
region, y gestionar los recursos y servicios de tratamiento para
este grupo de enfermos. Este ha sido el tema principal del trabajo
desarrollado por H. Stephen Leff, Magbool Dada y Stephen C. Gra-
ves [1986] que se ofrece a continuacion. En este estudio se presen-
ta un modelo general para la representacion del problema de plani-
ficacién y asignacion de recursos de un sistema de salud mental, ba-
sado en técnicas cuantitativas tales como el relativo a cadenas de
Markov y a la programacién lineal y lineal entera. Este modelo es
utilizado como una herramienta de ayuda a la decisién para los res-
ponsables del sistema de salud mental, permitiendo hacer un uso
mas efectivo de los recursos, simular escenarios futuros y dar res-
puesta a preguntas del tipo «;qué pasaria si...?». Su implementacién
se ha realizado a través de los Sistemas de Apoyo Comunitario
(Community Support Systems), responsables del Sistema de Salud
Mental, en los Estados Unidos.

Las principales respuestas del modelo se dirigen a la planificacion y
asignacién de recursos a lo largo del tiempo y a la asignacién de
servicios a categorias de enfermos, respetando la cantidad de re-
cursos disponible y que cada enfermo reciba un tratamiento ade-

8 H. Stephen Leff, Magbool Dada y Stephen C. Graves [1986], «An LP planning
model for a mental health community support system», Management Science, 32,
n.” 2, 139-155.
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cuado a su categoria. Ademas, el modelo permite hacer un segui-
miento y evaluacién del programa.

La construccién del modelo multi-periodo tiene tres fases:

I.  Definir las categorias de enfermos. Se pretende obtener una
clasificacién de los enfermos en funcién de sus necesidades y
de su respuesta a determinado tratamiento.

2. Definir un conjunto de servicios. Obtener una lista de servi-
cios de acuerdo con las necesidades de los enfermos y con la
disponibilidad de los recursos, basada en la experiencia y co-
nocimientos médicos.

3. Planificar y asignar los recursos. El objetivo es asignar los con-
juntos de servicios a las distintas categorias de enfermos a lo
largo del tiempo, usando solamente los recursos disponibles
en cada periodo y minimizando (o maximizando) un determi-
nado objetivo.

La metodologia usada en la primera fase se basa en técnicas esta-
disticas, para la recogida de datos y la determinacién del historial
del enfermo. Las categorias de los enfermos se definen en base a la
experiencia y conocimientos médicos. A lo largo del tiempo, los
enfermos pueden salir del sistema, nuevos enfermos pueden en-
trar, y también los enfermos pueden cambiar de categoria como
respuesta positiva o negativa a un tratamiento. Las cadenas de
Markov son una técnica estadistica muy estudiada que permite la
representacion de estos cambios por medio de las probabilidades
de transicion. La segunda fase se hara con base a la experiencia y
conocimientos médicos.

En la tercera fase, relativa a la planificacion y asignacion de recur-
sos, la metodologia usada se basa en técnicas de programacion li-
neal y programacién lineal entera. La técnica cuantitativa de pro-
gramacion lineal es una de las mas usadas para la asignacién optima
de recursos en una organizacion. El problema se formula como un
modelo multi-periodo de programacién lineal, definiendo la fun-
cion objetivo de minimizacion (o maximizacion); por ejemplo, mi-
nimizar el nimero de enfermos en determinadas categorias al final
del horizonte temporal, construyendo las restricciones relativas a
la disponibilidad de los recursos y garantias de que todos los enfer-
mos tengan tratamiento. El paso siguiente es la resolucién del pro-
blema mediante un programa informatico para la obtencion de la
solucién éptima. También se pueden simular diferentes escenarios
cambiando las restricciones y/o la funcién objetivo en el modelo
multi-periodo.
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En el estudio comentado, los autores citan que muchos responsa-
bles de sistemas de salud han usado este modelo con éxito en la
toma de decisiones estratégicas y en la definicién de politicas rela-
cionadas con la planificacion y asignacion de recursos en un sistema
de salud. Por ejemplo, con este tipo de modelos se pueden obte-
ner distintos escenarios, variando el presupuesto y estudiar el im-
pacto de estos cambios, sabiendo que para cada presupuesto se
hace el mejor uso de los recursos disponibles, o analizar las conse-
cuencias de abrir nuevos servicios. Con esta herramienta de ayuda
a la decision, las decisiones son basadas en la mejor asignacién po-
sible de los recursos disponibles, usando técnicas cuantitativas y si-
mulacién de escenarios, y no simples decisiones subjetivas.

1.4.2. Programacién de servicios de salud a domicilio °

En la actualidad existen diversas organizaciones que ofrecen servi-
cios de salud en el domicilio de los pacientes, tales como servicios
de enfermeria. El principal objetivo de estas organizaciones es hacer
un uso eficiente de sus recursos para mejorar la calidad del servicio
e incrementar la productividad, pero al mismo tiempo reduciendo
costes. El principal recurso de estos servicios de salud es el personal
de enfermeria que se desplaza al domicilio de los pacientes. De este
modo, uno de sus principales problemas es hacer la programacion
semanal y diaria de las visitas de cada enfermera disponible al domi-
cilio de los pacientes y determinar el orden de las visitas, minimizan-
do costes y garantizando una determinada calidad de servicio.

Begur, Miller & Weaver [1997] presentan un sistema de ayuda a la
decisién para la programacion semanal y diaria de las visitas de per-
sonal de enfermeria a pacientes en su propio domicilio. El proyec-
to ha sido realizado por la Universidad de Alabama, EEUU, y por la
«Visiting Nurses Association», que estd usando el sistema. En los
Estados Unidos existen mds de 10.000 organizaciones que ofrecen
servicios de enfermeria o salud en general a domicilio, y siendo su
tendencia la de crecer en el futuro préximo.

El sistema de ayuda a la decisién tiene los siguientes componentes:
una base de datos, un sistema de informacién geografico, un siste-
ma de programacion semanal y diario de visitas y un sistema de
«interfacey» visual,

El sistema de bases de datos incorpora todos los datos relativos al
personal, los enfermos, las visitas realizadas y a realizar, y un anili-

9 S. V. Begur, D. M. Miller and |. R. Weaver [1997], «A Integral Spacial DSS for
Scheduling and Routing Home-Health-Care Nurses», Interfaces, 27: 4, 35-48.
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sis de productividad. En algunos casos, también se ha incorporado
una conexién al sistema informatico de contabilidad de la organiza-
cion. La informacion obtenida en este sistema sirve de base para el
sistema de programacién y de interface visual.

Una de las caracteristicas que mas facilitan el uso de todo el siste-
ma es la incorporacién de un Sistema de Informacion Geogrifica
(SIG). El software escogido es el MAPINFO. Este sistema permite
visualizar la programacién del personal en global o en particular
para cada categoria de profesionales, mediante mapas digitalizados
de la region. Ademds, la modificacién de los planes se torna muy
sencilla y facil de hacer.

El problema de programacién semanal y diario de las visitas se re-
suelve mediante técnicas cuantitativas de optimizacion combinato-
ria, conocidas como heuristicas. Estas técnicas permiten obtener el
orden de visitas y el horario para cada enfermero, minimizando los
costes de viaje, o sea de trabajo no productivo, y garantizando que
se respeta el horario de trabajo de los enfermeros y los requisitos
especiales de cada paciente, en términos de tiempo y servicio de
enfermeria adecuado. La heuristica implementada se basa en una
adaptacion al problema especifico de la conocida heuristica de
Clark & Wright para problemas de ruteo de vehiculos.

Finalmente, el sistema de interface visual permite al usuario ver la
programacién diaria en un mapa, y también otro tipo de informa-
ciéon como, por ejemplo, el orden de las visitas a realizar en deter-
minado dia para cada enfermera/o, el horario de las visitas y su car-
ga horaria total. También permite al usuario modificar la progra-
macion de una forma muy facil y sencilla, y hacer anilisis de
distintos escenarios.

El sistema de ayuda a la decision para la programacion de las visitas
ha sido adoptado por la «Visiting Nurses Association» y otras insti-
tuciones, y ha sustituido la programacién manual, que era la herra-
mienta mds usada hasta ese momento. Para utilizar este sistema se
necesita un PC, lo que permite hacer la programaciéon en muy
poco tiempo, de una forma consistente y fiable, y ahorrando tiem-
po de personal cualificado en la preparacion de los planes. Las solu-
ciones iniciales obtenidas por el sistema reducen de forma signifi-
cativa los tiempos de viaje. El sistema de informacién geogrifica y
el interfase grafico han permitido una fécil aceptacion y aprendizaje
del uso del sistema. Ademds, permite al usuario hacer andlisis de
diferentes escenarios, cambiando la solucién inicialmente propues-
ta por el sistema. Otra prestacion del sistema es la obtencién de la
documentacion de cada enfermero, indicando para cada uno el or-
den de las visitas, horario y mapas con la ubicacién de los domici-
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lios a visitar, ahorrando de este modo la pérdida de tiempo en la
busqueda de los domicilios de los pacientes. Los autores calculan
que para un escenario con 7 enfermeros y 40 visitas por dia, se
ahorra con este sistema cerca de 20.000 ddlares al afio en costes
de viajes, de personal y preparacion de la documentacion.
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2. PROGRAMACION LINEAL I:
FORMULACION DE PROBLEMAS

2.1. Introduccién

El desarrollo de la programacion lineal, segin muchos autores, ha
representado uno de los avances cientificos mds importantes des-
de mediados del siglo XX. Actualmente es una herramienta utiliza-
da en muchos campos de la administracién, de la economia y de la
ingenierfa. Existen muchos libros de texto sobre el tema y miles de
articulos cientificos en revistas especializadas.

La programacion lineal es un caso especial de la programacién ma-
tematica, en donde todas las funciones que hay en el modelo son li-
neales: siempre tenemos una funcién objetivo lineal a optimizar
(maximizar o minimizar), sujeta a restricciones lineales individua-
les. Las variables del modelo, que son continuas, inicamente pue-
den coger valores no negativos. Si bien puede parecer que estos
supuestos quitan realismo al problema porque el modelador estd
limitado al uso de ecuaciones que quizis no son frecuentes en el
mundo real, las técnicas de programacion lineal se utilizan en un
amplisimo espectro de problemas como, entre otros, de planifica-
cidn y gestion de recursos humanos y materiales, de transporte, de
planificacion financiera y de organizacién de la produccion. En defi-
nitiva, una extensa gama de problemas que aparecen en las dreas
de tipo industrial, econémico, administrativo, militar..,

El término programacién tiene su origen en la planificacion de las
actividades que se realizan en una organizacién tal como una fabri-
ca, un hospital, una compafiia aérea o un organismo publico, en
donde hay un objetivo a optimizar (maximizacién de beneficios,
minimizacién de costes, maximizacién de la cobertura sanitaria,
etcétera). No tenemos que confundir este término con la «progra-
maciony» en referencia a la preparacién de una serie de 6rdenes e
instrucciones de un lenguaje informatico en un ordenador.
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Origenes de la programacién lineal

La programacion lineal, si bien actualmente se utiliza frecuente-
mente para resolver problemas de decision, era casi desconocida
antes de 1947. Ninguna investigacion significativa fue realizada an-
tes de esta fecha, si bien hay que mencionar que, alrededor de
1823, el matematico francés Jean Baptiste Joseph Fourier parecia
conocer el potencial del tema.

Un matemitico ruso, Leonid Vitalievitx Kantorovitx, que publico
una extensa monografia en 1939, Matematitxeskie Metodi Organisat-
si i Planirovaniia Proisvodstva (métodos matematicos para la organi-
zacion y planificacion de la produccién) fue el primer investigador
en reconocer que una amplia gama de problemas de produccion y
distribucién tenian una estructura matemdtica y, que por lo tanto,
se puedan formular con un modelo matemdtico. Desgraciadamen-
te sus propuestas fueron desconocidas tanto en Unidn Soviética
como en el occidente durante dos décadas. Durante este periodo,
la programacién lineal experimenté un gran desarrollo tanto en
Estados Unidos como en Europa. Después de la segunda guerra
mundial, funcionarios del gobierno americano consideraron que la
coordinacién de las energias de toda una nacién debido al peligro
de una guerra nuclear requeriria la utilizacién de técnicas cientifi-
cas de planificacién. Con la aparicion del ordenador esto se hizo
posible. Las Fuerzas Aéreas de los Estados Unidos se pusieron a
trabajar intensamente. Se propuso un modelo de programacion li-
neal por su simplicidad y aplicabilidad, sin dejar de dar un marco lo
suficientemente amplio para representar actividades interdepen-
dientes que han de compartir recursos escasos. El sistema (como,
por ejemplo, la produccién industrial) se compone de diversas ac-
tividades relacionadas entre ellas (formacién, fabricacion, almace-
naje, transporte, distribucion y venta). Este fue el primer modelo
de programacién lineal conocido.

2.2. Formulacion de modelos
En esta seccion se presentan algunos ejemplos de los problemas

con los cuales se puede encontrar una organizacion y como la pro-
gramacion lineal puede expresarlos matematicamente.

2.2.1. Un problema de asignacién de personal

El hospital Optsalud ha decidido ampliar su servicio de urgen-
cias (abierto las veinticuatro horas) con la consiguiente necesi-
dad de nuevo personal de enfermeria. La gerencia del hospital
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ha estimado las necesidades minimas de personal por tramos
horarios para poder cubrir las urgencias que se presenten. Se
definieron seis tramos de cuatro horas. La necesidad minima de
personal en cada tramo se indica en el Cuadro 2.1. Por otro
lado, el departamento de recursos humanos ha informado a ge-
rencia que los contratos laborales han de ser de ocho horas se-
guidas, seglin el Convenio firmado con los sindicatos, indepen-
dientemente de los horarios de entrada y salida del personal. El
problema es encontrar el nimero minimo de personal necesa-
rio para cubrir la demanda.

CUADRO 2.1
Necesidades de personal por tramos horarios

Tramos Horarios

| 1 2 3 4 5 6
0:00-4:00 | 4:00-8:00 | 8:00-12:00 | 12:00-16:00 | 16:00-20:00 | 20:00-24:00
Personal
N, 5 7 13 12 4 3

Formulacion del problema

En primer lugar, se tienen que definir las variables del modelo que
queremos desarrollar. Como hemos de controlar un nimero de
personal en cada turno, definimos Xj como la cantidad de personal
que entra a trabajar en el turno j, en donde j = [,...,6. Es decir, hay
una variable para cada turno.

Las restricciones del modelo tienen que reflejar la necesidad de
que la cantidad de personal que entren en el periodo j mas el nu-
mero de personas que entraron a trabajar en el turno j— | sean su-
ficientes para cubrir las necesidades del turno j (N;). Esta situacion
queda reflejada en el Cuadro 2.2. En esta tabla, un trabajador que
entra a trabajar, por ejemplo, a las 4:00, trabajara en los turnos 2 y
3, y por tanto, contribuird a cubrir las necesidades de estos dos
turnos. En otras palabras, el turno j estara siendo atendido por X
y X;. En consecuencia, tendremos que Xj-| + X; (el personal que
trabaja durante el turno j) tiene que ser, como minimo, igual a N,
que es el nimero minimo de personal de enfermerfa necesario
para este turno. En términos matemdticos, la restriccién es la si-
guiente:

X +X]2N‘

Habra una restriccion para cada horario de entrada.
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CUADRO 2.2
Necesidades de personal por tramos horarios
Tramos Horarios
1 2 3 4 5 &
0:00-4:00 4:00-8:00 | 8:00-12:00 | 12:00-16:00 | 16:00-20:00 | 20:00-24:00
0:00 X, X
4:00 X1 Xz
8:00 X; X;
12:00 % X,
16:00 % Xs
20:00 #, X
Personal
N, 5 7 13 12 4 3

El objetivo de la gerencia consiste en la minimizacion del ndmero
total de personal de enfermeria necesario para cubrir las necesida-
des diarias. Este nimero sera igual a X + X3 + X3 + X4 + X5 + X,
que representa la suma del nimero de personal que entra en cada
periodo. Finalmente, el modelo matemitico es el siguiente:

Min Z=i)(|

=
Sujeto a:

X, +X, 25
X, +X,27
X, +X; 213
X; +X, 212
X, +X; 24
X, +X, 23
X, 20, j=l;...6

2.2.2. Un problema de asignacién de recursos

El gerente del hospital Muchsalud ha observado que algunos de sus
servicios tienen capacidad ociosa. Siguiendo una propuesta realiza-
da por el equipo médico, esta capacidad ociosa podria aprovechar-
se para introducir dos tipos nuevos de cirugia, A y B. Tanto los pa-
cientes de tipo A como los de tipo B tienen que pasar primero por
una sala de pre-cirugia y, una vez pasado por el quiréfano, tienen
que estar en observacidn en una sala posoperatoria, que no existe
de momento. El equipo médico ha estimado el tiempo medio que
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necesita cada paciente de tipo A y de tipo B en cada uno de los ser-
vicios pre-quirtrgico (PQ), quirdrgico (Ql) y posoperatario (PO).
La experiencia en un hospital similar muestra que por cada tres pa-
cientes de tipo A que llegan al hospital como minimo llega uno de
tipo B. Por otra parte, se ha estimado el coste de cada paciente en
los diferentes servicios. El Cuadro 2.3 muestra los datos del pro-
blema, teniendo en cuenta que la capacidad ociosa es en horas
mensuales y el coste en miles de pesetas.

CUADRO 2.3
Estimaciones horarias de las cirugias Ay B
Horas necesarias
de cirugia Capacidad
ociosa
A B
Sala PQ 2 3 150
Sala QI | 2 160
Sala PO 4 2
Coste (€) 15 12

Como el servicio posoperatorio (PO) ain no existe, el gerente ar-
gumenta que para justificar su creacion tiene que utilizarse durante
un minimo de 135 horas al mes. Por otra parte, el presupuesto
mensual asignado a las nuevas cirugias es de 1.000 euros. El geren-
te quiere saber cual serd el nimero miximo de pacientes que po-
drin ser operados al mes.

Formulacién matematica del problema

Primero definimos las variables del modelo. Sean X y X; el nimero
total de pacientes por mes que pueden ser tratados con la cirugia A
y B, respectivamente. A continuacion se presentan las restricciones.

Se ha establecido que en la sala PQ se dispone de 150 horas. En
otras palabras, la utilizacién de esta sala no puede sobrepasar las
|50 horas. Como cada uno de los pacientes de tipo A y de tipo B
consumen 2 horas y 3 horas en esta sala respectivamente, el nime-
ro total de horas mensuales consumidas en PQ para los dos tipos
serd igual a 2X, + 3X,. Este numero tiene que ser inferior o igual a
las 150 horas. La restriccion sera la siguiente:

2X, +3X, <150

El mismo razonamiento puede ser utilizado para determinar el nt-
mero limite de horas en la sala Ql. Como el total de horas consu-
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midas sera igual a 2X + 3X3, y hay un méximo de 160 horas dispo-
nibles, la restriccion sobre QI sera:

X, +2X, <160

El gerente ha determinado que, para viabilizar los nuevos trata-
mientos, se tiene que ocupar la nueva sala PO durante un minimo
de |35 horas al mes. Como el nimero de horas mensuales que se
utilizara en PO es igual a 4X; + 2X3, tendremos que:

4X, +2X, 2135

La experiencia en otros hospitales muestra que, por cada 3 pacien-
tes de tipo A, viene como minimo un paciente de tipo B. Matemati-
camente, esto se expresa COmo:

X 13X,
que es equivalente a:
X, -3X,<0

Finalmente, el gasto mensual realizado en las dos cirugias no puede
exceder el millén de pesetas. Como cada paciente de tipo A y de
tipo B cuesta |5 euros y |2 euros, respectivamente, el gasto total
mensual serd de 15X + 12X, cantidad que no puede exceder el
presupuesto, tendremos que:

15X, +12X, <1000

Ahora se necesita formular el objetivo. El gerente quiere saber el
numero maximo de enfermos de tipo A y de tipo B que se puede
atender cada mes. Simplemente, tendremos que si Z es este nime-
ro, el objetivo se expresard como:

Max Z= X, + X,

En resumen, la formulacién del problema es la siguiente:

Max Z = X, +X,
s.a.
2X, +3X, <150
X, +2X, <160
4X, +2X, 2135
X =3, <0

15X, +12X, <1000
XsX; 20
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2.2.3. Un problema de transporte

El hospital Saludmuch pertenece a la Compaiia de Seguros To-
dosalud, S.A. Esta sociedad tiene un Centro de Asistencia Pri-
maria (CAP) en m pueblos y ciudades de una regién (un CAP en
cada centro urbano). Para obtener un buen funcionamiento glo-
bal del servicio y poder planificar el nimero de visitas en funcién
del personal previsto en cada CAP y de su dimensién, Todosa-
lud, S.A., ha decidido organizar el servicio de tal forma que to-
dos sus asegurados tengan un CAP de referencia asignado, pero
que sea éste el mas cercano posible a su lugar de residencia. En
la region hay n ciudades y pueblos (n > m) y la compaiiia sabe
cuantos asegurados tiene en cada uno de ellos. El objetivo es
asignar a los asegurados a los CAPs minimizando el coste o la
distancia total.

En primer lugar se definen los parametros necesarios para formu-
lar el modelo. Sea a; el nimero de asegurados en el centro urbano
j»] = l,..., n. Sea bj el nimero total de asegurados que el CAP i pue-
de tener asignados como méaximo, i = I,..,m. Se define ¢;; como el
coste de desplazamiento entre i y |

Como se necesita conocer cuintas personas del centro urbano |
seran asignadas al centro i, se define la variable Xj; como el nimero
de personas que provienen del centro urbano j que seran atendi-
das por el CAP i.

Una vez definidos los parametros y las variables, necesitamos defi-
nir las restricciones del modelo. En este problema hay dos tipos de
restricciones. La primera viene definida por la capacidad de aten-
cién maxima de los CAPs. El nimero total de asegurados asigna-
dos al CAP i no puede exceder su capacidad b;. En términos mate-
maticos:

El segundo grupo de restricciones tiene que considerar que hemos
de asignar la totalidad de los asegurados de Todosalud SA de cada
centro urbano j a los CAPs existentes.

4|
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Finalmente, se tiene que formular el objetivo de minimizacién total
de la distancia o coste total del sistema. Este viene definido por:

c i X + Xz ot X+t CiiXii futiCKm e crnXain

que podemos re-escribir en forma compacta como:

MinZ=3 ¥ ¢, X,

[ I

En resumen, la formulacion completa del modelo es la siguiente:

Min Z:iicﬁxﬁ

= =l

Y X, <b, i=h..,m

=

Y X, =1, j=l,e.in

i

X, 20, i=lom j=liaan

Se tiene que observar que este problema presenta una peculiari-
dad que no estd en la formulacién. Para que el problema tenga una
solucion factible, el nimero total de asegurados no puede exceder
la capacidad total de los CAPs. Es decir, existe la siguiente restric-
cion implicita en el modelo:

Si esto no se verificara, el problema no tendria solucién.

2.2.4. Un problema de programacién financiera

La compaiia de seguros Todosalud, S.A., estd preparando su plan
de inversiones para los préoximos dos afios. Actualmente, la em-
presa tiene 2 millones de pesetas para invertir y espera ingresar,
gracias a inversiones pasadas, un flujo de dinero al final de los me-
ses, 6, 12 y 18 proximos. Por otra parte, la empresa quiere ex-
pandirse y tiene dos propuestas sobre la mesa. La primera es aso-
ciarse con la empresa Sanimas, S.A., y la segunda con la empresa
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Buenavida, S.A. En el Cuadro 2.4 se muestra el flujo de caja de
Todosalud, S.A,, si entrara con un 100 % en cada uno de los pro-
yectos.

CUADRO 2.4
Flujo de Caja de Todosalud, S.A.
(miles de pesetas)

12 18 24
Inicial | §meses | . meses meses
Inversiones pasadas . 500 400 380
Sanimas, SA. ...... | =1.000 -700 1.800 400 600
Buenavida, SAA.. .. .. -800 500 -200 ~700 2.000

Debido al actual nivel de endeudamiento, a Todosalud, S.A., no se
le permite pedir préstamos. Pero si que puede, a cada seis meses,
invertir sus fondos excedentes (es decir, aquellos que no ha inver-
tido en ninglin proyecto) en un fondo que le daria un 7 % cada seis
meses. Por otro lado, Todosalud, S.A., puede participar en cada
uno de los proyectos con un nivel inferior al 100 % y, consecuente-
mente, el flujo de caja se reducird en la misma proporcién. Es de-
cir, que si decide entrar por ejemplo con el 50 % en el proyecto de
Buenavida, el flujo correspondiente también se reducira en la mis-
ma proporcion. El problema que se plantea Todosalud, S.A., es
cudnto invertir en cada proyecto para maximizar el dinero en efec-
tivo que tendra la empresa en dos afios.

Formulacién matemadtica del problema

Siguiendo nuestro esquema habitual, una vez el problema ha sido
identificado y los pardmetros del modelo han sido definidos, se tie-
nen que definir las variables. Sea X el porcentaje de participacion
en el proyecto Sanimas y X; el porcentaje de participacion en el
proyecto Buenavida, SA. (0 < X; £ 1,0< X; £ 1). Por otro lado,
sean So, S¢, S12 y Sis el dinero que se depositard en el fondo en los
periodos 0, 6 12 y |8, respectivamente.

Para formular las restricciones del modelo se utilizard un razona-
miento secuencial. La empresa dispone de 2 millones de pesetas hoy
(periodo 0) y las quiere gastar considerando las opciones siguientes:

I. Participar en el proyecto Sanimas, que implicaria desembolsar
1.000.000 X, pesetas en el periodo 0;

2. Participar en el proyecto Bonavida, teniendo que gastar
800.000 X»;
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3. Depositar el dinero al 7 %

Estas opciones no son excluyentes entre ellas. Por lo tanto, se tie-
ne que cumplir la siguiente ecuacién de equilibrio:

2.000 = 1.000X; + 800X, + So

Al cabo de seis meses, la empresa ingresara 500.000 ptas. gracias a
inversiones realizadas anteriormente. También el dinero depositado
en el fondo en el perfodo anterior estard a disposicién junto con los
intereses: So + 0,07S0. Por otra parte, el proyecto Buenavida dard
una entrada de dinero igual a 500.000X;. Con este dinero tendra
que hacer frente al compromiso adquirido con Sanimas, 700.000X,
y depositar lo que quede al 7 % una vez mas. Matematicamente:

500 + 500X, + 1,07Sg = 700X, + Sg

En el periodo 12, la empresa recibira 400.000 ptas. de inversiones
anteriores, 1.800.000X, ptas. del proyecto Sanimas y el dinero del
fondo junto con los intereses. Con estos ingresos tendra que cu-
brir el compromiso del proyecto Buenavida, 200.000X; y deposi-
tar Sy ptas. en el fondo. En términos matemdticos:

400 + 1.800X, + 1,07S¢ = 200X; + Sj2

En el periodo 18, los ingresos que tendra la empresa vendran de
inversiones anteriores (380.000 ptas.), del proyecto Sanimas
(400.000X) y del depésito realizado en el periodo anterior inclu-
yendo los intereses (1,07S;). Con este dinero tendri que realizar
un gasto de 700.000X; en el proyecto Buenavida y el resto puede
volver a ponerlo en el fondo (Sig). Es decir:

380 + 400X, + 1,07S;2 = 700X, + Sis

Finalmente, al cabo de dos afios (periodo 24), la empresa tendra tni-
camente ingresos y no tendra ningin gasto. Los ingresos provienen
de los dos proyectos (600.000X; + 2.000.000X;) y del dinero depo-
sitado en el perfodo anterior, |1,075;g. Si se define Z como los ingre-
sos realizados en el periodo 24 en miles de pesetas, tendremos que:

Z = 600X, + 2.000X2 + 1,07S8

que no es mas que el objetivo del problema: Maximizar los ingre-
sos al cabo de dos afios.
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Finalmente, como sélo se puede invertir un maximo de 100 % en
cada proyecto, las variables X; y X3 no pueden exceder la unidad.
Por lo tanto, hay que afadir las restricciones siguientes:

X <1
X< |

En resumen, reordenando los términos tendremos que el progra-
ma lineal se escribe de la forma siguiente:

Max Z = 600X, + 2000X, +1,075,,

s.a
1.000X, 800X, 1S, 2000
700X, -S00X, —-1,075,  +S, = 500
~1.800X, 200X, -1075, 1S, = 400
400X, 700X, ~1,075,, +S,= 380
% < |
X < |

2

XK s 505, 8 S 20

2.3. Aplicacion real: fabricacion de valvulas
cardiacas '°

En el laboratorio American Edwards fabricaron en 1981 una nueva
vélvula cardiaca biolégica para ser utilizada en seres humanos. Las
vélvulas se fabricaban utilizando corazones de cerdo comprados a
varios distribuidores. Como no siempre las valvulas cardiacas de
cerdo compradas tenian el mismo tamafio que las valvulas humanas,
la empresa tenia dificultades para mantener un stock suficiente para
poder satisfacer la demanda (a veces recibia un envio de corazones
de cerdo que era inservible). Sid Hilal y Warren Erikson desarrolla-
ron un programa lineal para seleccionar la combinacién de provee-
dores que se acercaria mas a la medida correcta de las vélvulas car-
diacas humanas. Resultado: una reduccién de stock valorada en 1,9
millones de délares y ahorros anuales de 1,5 millones de délares.

En el laboratorio American Edwards, la disponibilidad del producto
era de una importancia capital y la politica de la empresa descarta-

10 5. Hilal y W. Erikson (1981): «Matching supplies to save lives: Linear Program-
ming and the Prodution of Heart Valvesy, Interfaces, | |(6): 48-56.
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ba el uso de cualquier método tradicional de gestion de stock para
controlar el margen de seguridad de la vdlvulas cardiacas almacena-
das. El objetivo de la empresa era siempre tener el volumen de de-
manda de seis a doce meses en stock de seguridad. Conseguir este
objetivo era dificil porque no podian comprar las vélvulas con me-
didas especificas. Se desconocia la medida de una vélvula dentro de
una carga hasta que no se procesaba todo el envio en el laborato-
rio. El resultado es que a veces la carga era inservible.

El estudio realizado por Hilal y Erikson mostré que la mayoria de
los distribuidores entregaban los corazones de cerdo con una dis-
tribuciéon del tamafio de las vélvulas bastante estables. Estas distri-
buciones se utilizaron dentro de un programa lineal para seleccio-
nar la mejor combinacién de distribuidores. La mejor manera de
explicar el modelo es utilizando un ejemplo simple. Supongamos
que la compaiiia compra a dos proveedores A y B y en su pedido
se pueden encontrar tres tamafios de valvulas |, 2 y 3. Los datos
histéricos muestran que los envios del proveedor A tienen un
30 % de medida |, un 50 % de medida 2 y un 20 % de medida 3. La
distribucién del proveedor B es 10 %, 60 % y 30 %, respectivamen-
te. Supongamos que los costes totales de compra y manipulacion
para las medidas |, 2y 3 son 10, 14y |2 ddlares, respectivamente.

El valor esperado del coste de una valvula del proveedor A es
0,3(10) +0,5(14) +0,2(12) = 12,4. El coste esperado para el provee-
dor B es 0,1(10) + 0,6(14) + 0,3(12) = |3. El objetivo del programa
lineal es:

Min Z = 12,4A + |3B

en donde A y B representan la cantidad de corazones comprados a
cada proveedor. Si la demanda para los tres tamafos es igual a 100,
300 y 250 unidades, las restricciones seran:

0,3A +0,IB < 100
0,5A + 0,6B < 300
0.2A + 0,3B = 250

El modelo real implementado por los autores tenia mas de 20 pro-
veedores y 30 medidas de vilvulas. Pero la estructura del modelo era
basicamente igual a la de nuestro ejemplo. El objetivo era la minimiza-
cion de los costes de compra de los cerdos, con restricciones en el
numero de corazones de cada medida que se tenfan que comprar.
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El programa lineal permitié que la compaia cumpliese la demanda
comprando menos corazones que antes. El modelo también sirvié
para fijar precios, programar la produccién y analizar el disefio de
las valvulas nuevas.

2.4. Problemas

2.1.  Una compaiiia de seguros sanitarios ha decidido atender dos
nuevos tipos de pacientes en sus ambulatorios A, By C, que tienen
capacidad sobrante. Las previsiones indican que pueden venir un
total de 100 pacientes de tipo | y 150 de tipo 2. Estos pacientes
pueden ser atendidos en cualquier ambulatorio, excepto en el am-
bulatorio A, en donde no pueden atender a pacientes de tipo 2 por
falta de equipos adecuados. La empresa quiere saber a cuéntos pa-
cientes podra atender en cada uno de los ambulatorios para mini-
mizar los costes totales de atencién. Los costes de atencién por
paciente y ambulatorio se indican en la tabla siguiente:

R Coste por paciente c st o ctoia
Pacientes | Pacientes 2 ambos pac.)
3 o . 80
B 28 13 50
= 24 28 120

Definir las variables y formular el problema.

2.2. El ministerio de sanidad decide hacer una campafia an-
ti-tabaco mediante anuncios en la radio y la televisién. Su presu-
puesto limita los gastos de publicidad a 1.000.000 de ptas. por mes.
Cada minuto de anuncio en la radio cuesta 5.000 ptas. y cada minu-
to en la television cuesta 100.000 ptas. El ministerio desearia utili-
zar la radio cuando menos dos veces mas que la television. La ex-
periencia pasada muestra que cada minuto de publicidad por televi-
siébn generard en términos generales 25 veces mas impacto que
cada minuto de publicidad por la radio. Formular el problema que
determine la asignacién 6ptima del presupuesto mensual para
anuncios en radio y television que maximiza el impacto total.

2.3. La clinica Coratac ofrece cuatro tipos de servicios: cirugia
pldstica, dermatologia, cirugia ortopédica y neurocirugia. Después
de examinar los archivos contables se ha calculado que cada pa-
ciente, en cada una de las especialidades, contribuye al beneficio de
la clinica de la manera siguiente: plastica, 100; dermatologia, 200;
ortopedia, |50, y neurocirugia, 180. Los médicos estan convenci-

47



48

Métodos cuantitativos para la toma de decisiones

dos de que el nimero de pacientes de cada especialidad que se
atienden semanalmente no es el adecuado. La clinica quiere saber
cuél seria el volumen semanal éptimo de pacientes en cada espe-
cialidad teniendo en cuenta los recursos de la clinica.

Horas necesarias por paciente
Especialidad
Laborat. | Rayos X | Terapia | Cirugia | Médicos

Plastica............ 5 2 I 4 10
Dermatologia ...... 5 8 10 8 14
Ortopedia . ........ 2 | 0 13 8
Neurocirugla....... 4 5 8 10 12
Horas disponibles se-

manales ......... 200 140 110 240 320

La clinica no tiene ningin problema con la demanda de sus servi-
cios y tiene acceso a tantos pacientes como quiera. Adicionalmen-
te, ha decidido que limitard sus servicios de plastica y ortopedia
combinados a un maximo de 120 pacientes. Formular el problema.

24, El laboratorio MacAsp prepara dos tipos de medicinas para
el dolor de cabeza: el fantastico Resacon y el magnifico Jaquecén.
Los dos se venden en forma de jarabe en frascos de 100 mg y se
obtienen mezclando acido acetil-salicilico (A) y paracetamol (P). El
laboratorio se permite una cierta flexibilidad en las férmulas de es-
tos productos. De hecho, las restricciones son: (1) el Resacén tie-
ne que tener un maximo de 75 % de A; (2) el Jaquecdn ha de tener
un minimo de 25 % de A y un minimo de 50 % de P. El departamen-
to comercial piensa poder vender como maximo 400 frascos de
Resacén y 300 de Jaquecdn. El precio de venta es de |50 ptas. por
un frasco de Resacén y de 200 ptas. por uno de Jaquecodn. Los cos-
tes de los componentes son: 80 ptas. Por 100 mg de A y 120 ptas.
por 100 mg de P. El laboratorio quiere maximizar el ingreso neto
por venta. Formular el problema.

2.5. Lared de hospitales Salutmolt ha detectado que podria atender
a mas pacientes y ha decidido ampliar sus servicios con tres nuevas
especialidades X, Y y Z en tres hospitales A, B y C. Los beneficios es-
perados por paciente en cada especialidad X, Y y Z son 420, 360 y
300 euros, respectivamente. Los hospitales tienen capacidad de re-
cursos humanos para atender 700, 800 y 450 pacientes independien-
temente de la especialidad. Un problema grave para el hospital es el
nimero de horas disponibles de quiréfano. Actualmente, se ha calcu-
lado que la capacidad ociosa es de 13, 12 y 5 horas de quiréfano por
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diaen A, By Cy cada especialidad necesita un maximo de 2, 1.5y 1.2
horas por las cirugias X, Y y Z, respectivamente.

Para poder mantener una carga equilibrada de atencién entre los
diferentes hospitales, la gerencia ha decidido que la cantidad de pa-
cientes asignados a cada hospital utilice el mismo porcentaje de ca-
pacidad adicional disponible. El gerente quiere saber cuintos pa-
cientes podrin ser atendidos en cada hospital.

Formular el problema de decision,

2.6. El departamento de finanzas de la mutua Hospimds ha decidi-
do invertir 10 millones en fondos de inversion y ha considerado 20
fondos diferentes, cada uno de ellos con tipo de interés anual espe-
rado diferente r, i = |.,...,20. Es decir, si la mutua pone x ptas., reci-
bira al cabo de un afio x (1 + r). Para mantener un equilibrio en la
inversion y diversificar el riesgo, la mutua ha adoptado las siguien-
tes reglas:

|. No invertir mas de dos millones en un fondo unico.

2. Si pone dinero en un fondo, lo tiene que hacer con un minimo
de 0,5 millones de ptas.

El objetivo es la maximizacion del rendimiento anual esperado.
Formular el problema definiendo las variables de decision.

2.7. Una empresa farmacéutica tiene m laboratorios. Todos los
laboratorios producen el mismo medicamento. La gerencia quiere
planificar la produccién para los proximos T trimestres. En cada
periodo t, cada laboratorio tiene una capacidad de produccién
igual al’, i = |,..,m. La compaiiia envia el medicamento a n almace-
nes de distribucién. Para poder atender la demanda, los requisitos
minimos de stock en cada almacén j y en cada perfodo t son iguales
ar’ . Para cada laboratorio, almacén y periodo, la empresa quiere
determinar las variables siguientes:

e X' = cantidad producida en i y enviada a los almacenes en el pe-
riodo t.

§; = cantidad producida en i y almacenada en el propio laborato-

rio en el periodo t.

Z| = cantidad transportada del laboratorio i al almacén j en el
periodo t.

e W = cantidad almacenada en el almacén j al final del periodo t.
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La empresa quiere que, para la suma de todos los periodos, la pro-
duccion total conjunta de los laboratorios |, 2 y 4 no sea superior
a la produccién conjunta de los laboratorios 3, 5 y 6. A causa del li-
mite en la capacidad de stock de los laboratorios, no se pueden al-
macenar méas de s, medicamentos en cada periodo. Los costes de
produccién unitarios de los medicamentos son iguales a p. Los
costes de almacenaje de un medicamento en el laboratorio i al final
del periodo tesk y el coste de almacenaje al final del periodo t es
h . El coste de transporte por medicamento es igual a ¢, entre el la-
boratorio i y el almacén j (suponer que el tiempo de transporte es
virtualmente 0 comparado con la duracién de un trimestre o, en
otras palabras, lo que sale en el periodo t llega siempre en el mis-
mo periodo t).

Disefiar un programa de planificacién de la produccion y stock de
las fibricas y de stocks de almacenes que minimice el coste total de
produccién y transporte.



3. PROGRAMACION LINEAL II:
METODOS DE RESOLUCION

Hasta ahora hemos formulado matematicamente algunos proble-
mas de gestion y administracion de recursos y de dinero. Pero un
modelo matemitico de decisién, por muy bien formulado que esté,
no sirve de nada si no podemos encontrar una solucion satisfacto-
ria. Una de las caracteristicas de la programacion lineal es que, gra-
cias a sus propiedades matemadticas, se consigue la solucién 6ptima
sin muchas dificultades. En esta seccién examinaremos en primer
lugar el método grifico, sistema limitado a problemas con dos va-
riables, y a continuacién el método Simplex, el algoritmo mas co-
mun para solucionar problemas lineales con muchas variables y
restricciones.

3.1. El método grafico

Este método es muy simple de utilizar, pero sélo puede ser aplica-
do a problemas con dos variables. Por otro lado, es muy (til para
entender las propiedades matemiticas de la programacion lineal.
Consideremos el problema lineal siguiente:

Max Z= X, +14X,
5.a.

X, +0,5X, <6

05X, +X, <6

X, 4X, =7

| 4X, + X, <9

X, X, >0
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En primer lugar, se dibuja en un grafico cartesiano las restricciones
del modelo, pero con signo de igualdad. Como se puede observar
en la figura 3.1, la recta X + X3 = 7 separa el plano en dos semipla-
nos. Los puntos que corresponden al semiplano S cumplen la res-
triccion X + X3 < 7. Es decir, este semiplano contiene todas las
combinaciones de X, y Xz que satisfacen la restriccion. Si dibujamos
todas las restricciones y sus semiplanos correspondientes encontra-
remos que la regién que forma la interseccién de todos los semipla-
nos incluye todas las combinaciones de X, y X; que satisfacen todas
las restricciones del modelo. Esta region se presenta en la figura 3.2
(el drea entre los puntos A, B, C, D y E) y se conoce como la region
factible o espacio de soluciones y es un conjunto convexo '!. Cualquier
problema de optimizacién con restricciones lineales tiene una re-
gion factible convexa. Cualquier solucién de la region factible es co-
nocida como Solucion factible. Si la region esta vacia no existen solu-
ciones factibles (véase el ejemplo de la figura 3.4).

Ahora se tiene que escoger la solucién factible que optimice nues-
tra funcion objetivo, que es Z = X, + |,4X;. Obsérvese que nor-
malmente existen infinitas soluciones factibles y sera la funcion ob-
jetivo quien escoja aquella que optimiza su valor. En la programa-
cion lineal la funcion objetivo también tiene forma lineal. Se trata
de determinar el valor maximo de Z que cumpla todas las restric-
ciones o, en otras palabras, encontrar los valores de X, y Xy, pun-
tos dentro de la region factible, que maximicen Z.

La mecdnica para lograr encontrar el punto éptimo se basa en la li-
nealidad del objetivo. En este ejemplo, el objetivo se puede
re-escribir de la forma siguiente:

Xz = ~(1/1.4)X; + (1/1,4)Z

Obsérvese que a medida que Z aumenta, la recta se desplaza pa-
ralelamente hacia fuera, ya que la pendiente es constante (en
este caso igual a —1/1,4). Se trata de encontrar el valor de Z mi-
ximo, pero con la condicién de que tiene que haber como mini-
mo un punto de la recta que atraviese la region factible. En el
grafico 3.2 esta recta se presenta para los valores de Z = 7,
Z=9yZ=126. Lasolucién éptima del problema es Z = 9, que
corresponde al punto X| =2y X; = 5. Para cualquier valor de Z
superior a 9, no existira ninguna solucién factible, Para valores
de Z inferiores a 9, existen muchas soluciones factibles, pero
ninguna de ellas es 6ptima. Intuitivamente se puede ver que la

Il Para cualquier pareja de puntos dentro del espacio factible, el segmento de [i-
nea que los une también se encuentra dentro del conjunto.
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FIGURA 3.1
Visualizacién de una restriccion
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solucién 6ptima siempre se producird en un punto extremo o
vértice, que en el grafico no es mas que el punto de intersec-
cién de dos o mds restricciones.

Mas formalmente, un punto de un conjunto convexo es un pun-
to extremo si no hay ningln par de puntos del conjunto conve-
xo en donde el segmento de linea que los une pase por el punto
en cuestion.

Otra forma de obtener el éptimo es calcular el valor del obje-
tivo en cada uno de los puntos extremos y escoger aquel pun-
to extremo que da el mejor valor, Este punto dari el valor 6p-
timo.

Existen situaciones en donde no hay una Unica solucién, sino
que pueden haber infinitas soluciones, o por el contrario, no
existir solucién alguna. Examinemos el primer caso con la ayuda
de la figura 3.3. La recta correspondiente al objetivo tiene la
misma pendiente que una de las restricciones. Es decir, que to-
das las combinaciones de las dos variables entre los puntos A y
B cumplen las restricciones y maximizan el beneficio. Por otro
lado, la figura 3.4 muestra una situacién en donde no hay solu-
ciones. La representacion gréfica corresponde al programa li-
neal siguiente:

MaxZ= X, +2X,

5.2,
X, <6
X, >8
X, X, 20

El método gréifico es sencillo de aplicar para encontrar la solu-
cién éptima de un programa lineal de optimizacion, pero Unica-
mente cuando éste solo tiene dos variables de decision. Desgra-
ciadamente, la gran mayoria de problemas lineales aplicados tie-
nen muchas mas variables (algunos llegan a tener millones de
ellas) y por lo tanto se hace inviable su utilizacién. En la seccion
siguiente se desarrolla un método bastante eficiente para encon-
trar soluciones éptimas de programas lineales con muchas varia-
bles y restricciones.
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FIGURA 3.3
Infinitas Soluciones
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FIGURA 3.4
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3.2. El método Simplex

El primer método formal para encontrar soluciones 6ptimas —el mé-
todo Simplex— fue desarrollado por Dantzig en 1947 y mejorado por
Charnes entre 1948 y 1952. Actualmente es el método mas utilizado
en la busqueda de soluciones éptimas de programas lineales. En este
apartado se examina su funcionamiento de forma simple e intuitiva.

En primer lugar recordemos cémo encontrabamos soluciones con
el método gréfico. Primero formabamos un conjunto convexo con
las restricciones del modelo. Segundo, se dibujaba la funcién objeti-
vo fuera del conjunto convexo, dando un valor arbitrario al propio
objetivo y se iba desplazando ésta paralelamente (ya que su pendien-
te es siempre constante) hasta encontrarse con un punto extremo.
Intuitivamente, podemos ver que sea cual sea la funcién objetivo li-
neal, la solucién optima se encontrara en un punto extremo, como
minimo ' Esto reduce bastante el espectro de soluciones del pro-
blema, reduciendo la bisqueda del éptimo a los puntos extremos.
Aun asi, puede haber muchisimos puntos extremos en un problema.
Por ejemplo, un problema grande con 2000 variables y 4000 restric-
ciones tiene exactamente 22°% puntos extremos, es decir, aproxi-
madamente |08%. Por lo tanto, tenemos que encontrar un método
para reducir el nimero de soluciones factibles posibles de ser opti-
mas. Dantzig hizo estas mismas suposiciones (o eso creemos) y ob-
servo primero las caracteristicas matematicas siguientes:

I. El conjunto formado por las restricciones es convexo.

2. La solucién siempre ocurre en un punto extremo.

3. Un punto extremo siempre tiene como minimo dos puntos
extremos adyacentes 3.

Y a partir de ellas desarrollé el método siguiente:

I. Encontrar una solucién inicial factible en uno de los puntos ex-
tremos del conjunto convexo y calcular el valor de la funcién
objetivo.

2. Examinar un punto extremo adyacente al encontrado en la
etapa | y calcular el nuevo valor de la funcidn objetivo. Si este
nuevo valor mejora el objetivo, guardar la nueva solucién y re-
petir la etapa 2. En caso contrario, ignorar la solucion nueva y
volver a examinar otro punto extremo.

12 Decimos como minimo, porque como hemos visto pueden existir (raramen-
te) situaciones en donde hay mas de una solucién 6ptima; aun asl, siempre habrd
un punto extremo que dé el valor dptimo.

13 Un punto extremo A es adyacente a un punto extremo B si no existe ningin
punto extremo entre ellos. Por ejemplo, en la figura 3.2. los puntos By D son ad-
yacentes al punto C.
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3. Regla de parada: cuando no existe ningln extremo adyacente
que mejore la solucion, nos hallamos en el éptimo.

Es decir, que vamos de punto extremo a punto extremo adyacente
siempre que podamos mejorar la solucién, hasta llegar a un punto
en donde no existe ninglin punto extremo adyacente al que nos en-
contramos. Esta solucion es la optima. Observemos de nuevo pro-
blema lineal presentado en la seccién 3.1 y su correspondiente solu-
cion grifica presentada en la Figura 3.2. Para encontrar una solucién
inicial en un punto extremo podemos fijar X; = 0y X5 = 0 y el valor
del objetivo Z serd igual a 0, solucién que corresponde al punto ex-
tremo A en la Figura 3.2. Ahora examinamos el punto extremo ad-
yacente B, que corresponde a los puntos X; =0y X; =6y Z = 84.
Como el objetivo ha mejorado, mantenemos esta solucién y volve-
mos a examinar los puntos extremos adyacentes a B. Como el pun-
to A ya lo hemos visitado (y era claramente inferior), nos queda por
ver el punto C. En este punto extremo X =2y X3 =5y Z =9. De
nuevo la solucién ha mejorado y la guardamos como la mejor hasta
ahora encontrada. Finalmente, D es el tinico punto extremo que nos
queda por examinar y como en este punto X; =0y X;=3yZ=78
el algoritmo se para y estamos en el éptimo.

Dantzig y mas tarde Charnes desarrollaron un método matemati-
co para poder efectuar estas operaciones, es decir, encontrar los
valores de los puntos extremos adyacentes. Para poder ver cémo
funciona, es necesario realizar las consideraciones siguientes:

Como hemos visto, un programa lineal estd compuesto por una
funcién objetivo que queremos optimizar (maximizar o minimizar),
unas variables que denominaremos estructurales y un conjunto de
restricciones. En general, podemos encontrar tres tipos de restric-
ciones en funcién de la direcciéon de la desigualdad: 2, < o =. Toda
restriccion con los sentidos = o < pueden transformarse en una
restriccion con igualdad afiadiendo una variable. Si la desigualdad
tiene la direccion <, podemos afadir una variable de holgura. Por
ejemplo, la restriccién X + X3 < 7 se puede transformar en X, +
+ X3 + X3 = 7. Si en la solucién final del modelo la restriccién se
cumple con igualdad dados unos valores finales de X, y X3 enton-
ces la variable de holgura asociada a la restriccién es igual a 0. Asi
mismo, si la restriccién tiene la direcciéon =, podemos afadir una
variable de exceso para obtener una ecuacion lineal. Por ejemplo, la
restriccion X + Xz = 12 puede transformarse en X + X3 — X3 =
= |2. La interpretacién es la misma que en el caso anterior: si en la
solucion final X3 = 0, la restriccion se cumplira con igualdad.

Con estas consideraciones, cualquier programa lineal con restriccio-
nes de desigualdad puede transformarse en un problema lineal con
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todas las restricciones con forma de igualdad sin alterar la naturaleza
matematica del problema. Esta transformacién se denomina la forma
canénica o forma aumentada de un programa lineal. Si tenemos n va-
riables y m restricciones con desigualdad, cuando escribimos la for-
ma canénica del problema lineal tendremos m nuevas variables de
holgura o exceso, es decir, un total de m + n variables y m restric-
ciones. En resumen, tendremos que el conjunto de restricciones
forma un conjunto de ecuaciones lineales con mds variables que
ecuaciones. En este caso existen infinitas soluciones del sistema y
nuestro objetivo es escoger entre ellas la que optimice el valor de la
funcién objetivo. Por otro lado, si tenemos un programa lineal con n
variables, m restricciones con desigualdad y r restricciones con desi-
gualdad, tendremos m + n variables y m + r restricciones con igual-
dad en la forma canonica. En este caso, para que el problema sea fac-
tible, se tiene que cumplir lo siguiente: m + n =2 m + r, el nimero de
restricciones no puede superar el nimero de variables,

Si utilizamos el ejemplo de la seccién 3.1, la forma candnica del
problema serd la siguiente:

MaxZ= X, +l4X,
s.a.

X, +0,5X, +X, =6

05X,  +X, +X, =6

X #X, +X, =7

14X, +X, +X, =9

X, Xy Xy X, X, X, 20

Los valores de las variables en los puntos extremos se presentan
en el Cuadro 3.1.

CUADRO 3.1
Puntos extremos del ejemplo
Namero de Valor
Xp| Xy | X | Xy | Xy | X variables del
positivas objetivo

A 0 0 |6 6 719 4 0
B 0 6 3 0 | 3 4 8.4
C 2 5 1510 0 1,2 4 9
D 5 2 |0 1510 1|0 3 78
E 6 0|0 3 | 0,6 4 6
A 0 0 |6 6 7 1% 4 0
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Diremos que una solucién aumentada es una solucién de la forma
canénica del programa lineal. Una solucién bdsica es una solucién
aumentada en un punto extremo. Una solucién bdsica factible es una
solucién factible en un punto extremo. En nuestro ejemplo, los
puntos A, B, C, D y E son soluciones bésicas factibles.

A continuacién examinaremos las propiedades algebraicas de las
soluciones bdsicas. Obsérvese que en nuestro ejemplo tenemos
dos variables estructurales X| y X; y cuatro variables de holgura
X3, X4, X5 y X, que suman un total de seis variables, y cuatro res-
tricciones con igualdad o ecuaciones. Tenemos por lo tanto dos
grados de libertad para encontrar soluciones. Para encontrar una
solucién determinada tenemos que fijar @ priori dos variables para
obtener entonces un sistema con cuatro variables y cuatro
ecuaciones, que tendra una solucién tnica. En el método Simplex
siempre se fija el valor de dos variables en 0. Estas variables se de-
nominan variables no bdsicas y las restantes, variables bdsicas. La so-
lucién de este sistemna de ecuaciones es una solucion bdsica. Si todas
las variables basicas son no-negativas, tenemos una solucién bdsica
factible. En el ejemplo tenemos que en cualquier punto extremo
factible siempre tendremos dos variables iguales a 0 y 4
no-negativas. La explicacion intuitiva de esta situacion es la siguien-
te: si observamos un punto extremo en la Figura 2.1 veremos que
en él pasan dos rectas correspondientes a dos restricciones con
signo igual. Por lo tanto, dos variables de holgura asociadas a estas
restricciones son iguales a 0. Estas son nuestras variables
no-bésicas. Si miramos el Cuadro 3.1, veremos que en cada punto
extremo siempre hay cuatro variables positivas y dos con valor 0,
excepto en el punto extremo D, en donde hay dnicamente tres va-
riables mayores que 0 (hay que recordar que las condiciones de
no-negatividad X, X3 = 0 también son restricciones del problema).
Simplemente, esto es debido a que por este punto pasan tres res-
tricciones.

El Cuadro 3.1 nos puede ayudar a entender cémo funciona el algo-
ritmo Simplex y a entender mejor el vocabulario algebraico defini-
do en este capitulo. Escojamos como punto de partida el punto ex-
tremo A. Como hemos mencionado anteriormente, el método
Simplex se mueve de punto extremo a punto extremo adyacente
siempre que el objetivo mejore. El punto A tiene dos puntos ex-
tremos adyacentes. Ambos mejoran el objetivo. Escogemos el que
aumenta mas el valor del objetivo (punto B). En el punto A tenia-
mos una solucién basica factible (dos variables con valor 0, X y X3,
y las otras con valores positivos). Cuando pasamos al punto extre-
mo B, observamos que una variable estrictamente positiva en A
pasa a tener el valor O (la variable X¢), mientras que una de las va-
riables con valor 0 pasa a tener un valor estrictamente positivo (la

59



60

Métodos cuantitativos para la toma de decisiones

variable X3). Este proceso se repite cada vez que pasamos de pun-
to extremo a punto extremo adyacente: una de las variables basi-
cas (con valor positivo) pasa a ser no-basica (valor 0) y una variable
no-bdsica pasa a ser positiva (variable basica). En el punto D, dos
variables que tenian valor positivo en el punto extremo adyacente
anterior pasan a tener un valor 0. En otras palabras, dos soluciones
bésicas son adyacentes si todas, menos una de sus variables
no-basicas, son las mismas. Entonces, pasar de una solucién basica
factible a una adyacente implica el cambio del estado basico de una
variable a uno no bdsico, y viceversa.

En términos generales, el nimero de variables no basicas de una
solucién basica siempre es igual a los grados de libertad del sistema
de ecuaciones de la forma canénica. El nimero de variables basicas
siempre es igual al nimero de restricciones funcionales.

Propiedades de las soluciones factibles en un punto extremo

I. Si existe una unica solucién éptima, entonces ésta tiene que
ser obligatoriamente una solucién factible en un punto extre-
mo (una solucién basica factible). Si hay varias soluciones opti-
mas, entonces, como minimo, tiene que haber dos que sean
factibles en puntos extremos adyacentes.

2. Existe un nimero finito de soluciones factibles en los puntos
extremos.

3. Siuna solucién en un punto extremo es igual o mejor (segin el
valor de Z) que todas las soluciones de los puntos extremos
adyacentes, entonces ésta es igual o mejor que todas las otras
soluciones en todos los puntos extremos; es decir, es 6ptima.

Ahora que ya conocemos los pasos que efectta el método Simplex
para buscar una solucién optima de un programa lineal, hace falta
estudiar cémo se realizan éstos. Para entender la mecénica del mé-
todo, tenemos que dar respuestas a las preguntas siguientes:

I. Paso inicial: ;Cémo seleccionamos la solucion factible inicial
en un punto extremo (la solucién basica factible inicial)?

2. Paso iterativo: Cuando buscamos un traslado a una solucién
factible en un punto extremo adyacente (una solucién basica
factible adyacente):

a) (Coémo se selecciona la direccion del traslado? (;Qué varia-
ble no basica se escoge para transformarla en basica?)

b) iAdénde se realiza el traslado? (;Qué variable basica se
transforma en no-basica?)

¢) iCémo identificamos la nueva solucién?
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3. Prueba de optimalidad: ;Cémo determinamos que la solu-
cion factible en un punto extremo (solucién bésica factible) no
tiene soluciones factibles en un punto extremo adyacente (so-
luciones bésicas adyacentes) que sean mejores?

Para responder a estas preguntas, de momento consideraremos
Unicamente el caso de un programa lineal con restricciones de tipo
«menor o igualy (<). Mas adelante ampliaremos el anlisis cuando
el problema también contiene los otros tipos de restricciones.

En primer lugar re-escribimos nuestro ejemplo en la forma canéni-
ca equivalente:

Max Z
s.a
0 Z-X -14X, =0
()] X, 405X, +X, =6
(2) 05X, +X, +X, =6
(3) X, +X, +X =7
(4) 14X, +X, +X, =9

X, XX X, K K 20

Obsérvese que ahora la ecuacion (0) del objetivo esta incluida den-
tro del sistema de ecuaciones y que podemos considerar Z como
una variable adicional.

I. Paso inicial

Este paso inicial consiste en encontrar cualquier solucién bésica
factible. Una manera facil de hacerlo es igualando las variables es-
tructurales del modelo a 0. Si observamos la forma canénica equi-
valente tendremos que igualando X, y Xz a 0 las variables de holgu-
ra automdaticamente cogen valores positivos (X3 = 6, X4 = 6, X5 =
=7, Xs = 9) correspondiente al punto extremo A. Por lo tanto, la
solucién factible sera (0,0,6,6,7,9).

La razoén por la cual la solucién encontrada se deduce rapidamente
es debido a que cada ecuacién tiene una Unica variable bdsica con un
coeficiente asociado a ella igual a + |, y que esta variable bisica no
aparece en ninguna otra ecuacion del sistema. Pronto observaremos
que, cuando el conjunto de variables basicas cambia, el algoritmo
Simplex utiliza un método algebraico llamado eliminacién de Gauss
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para poner las ecuaciones en esta forma tan conveniente para obte-
ner las soluciones basicas factibles subsecuentes. Esta forma funcio-
nal (una variable basica por ecuacién con coeficiente + |) se deno-
mina forma apropiada de eliminacion gausiana.

2) Paso iterativo:

En cada iteracion, el método Simplex se mueve desde una solucién
basica factible a una solucién bidsica factible adyacente que mejora el
objetivo. Este movimiento consiste en convertir una variable no-ba-
sica (llamada variable bdsica entrante) en una variable basica y, al mismo
tiempo, convertir una variable basica (llamada variable bdsica saliente)
en variable no-basica, y a identificar |la nueva solucion basica factible.

Preguntaa): ;Cudl es el criterio para seleccionar la variable ba-
sica entrante?

Las candidatas para la variable basica entrante son las n variables
no basicas actuales. Esta variable, que escogeremos para pasar de
no-basica a basica, pasard de tener un valor 0 a tener un valor posi-
tivo, mientras que las restantes seguirdn con valor 0. Como el mé-
todo Simplex requiere que este cambio implique una mejora en el
objetivo, es necesario que la tasa de cambio en Z, al aumentar el
valor de la variable basica entrante, sea positivo. Observemos la
ecuacion (0) del sistema. Esta expresion refleja el valor de Z en
funcién de las variables no-bdsicas, y por lo tanto el coeficiente
asociado a estas variables es |a tasa de cambio del valor del objeti-
vo. Si, por ejemplo, Xz pasa de ser 0 a ser |, el objetivo aumentara
en |4 unidades. Como criterio, escogeremos la variable cuyo co-
eficiente aumente mas el objetivo al pasar a ser basica '%.

En nuestro ejemplo, las dos variables no-bdsicas son candidatas a
entrar en la base, ya que aumentarian el valor del objetivo. Escoge-
mos X3, ya que tiene un coeficiente en la ecuacién (0) mds elevado.

Pregunta b): ;Cémo identificamos la variable basica saliente?
Si ignoramos las variables de holgura, al aumentar el valor de X;
manteniendo X, igual a 0, nos desplazamos por el eje de las orde-
nadas (que corresponden precisamente a los valores de X3). La so-
lucién adyacente se alcanza en el punto B, que viene determinada
por la restriccién 0,5 X + X; < 6, que se cumplird con igualdad y
por lo tanto acotara en 6 el valor de X,.

Cuando escribimos el problema en forma canénica, las soluciones
factibles tienen que cumplir tanto las restricciones funcionales

14 Este criterio es subjetivo y no implica que la solucién éptima sea alcanzada
mis rapidamente.
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como las de no-negatividad de todas las variables, incluidas las de
holgura. Cuando vamos aumentando el valor de X; manteniendo
X = 0 (variable no-basica), algunas de las variables en la base actual
(X3, X4, Xs, Xg) también van cambiando de valor para mantener
vilido el sistema de ecuaciones. Algunas de estas variables se redu-
ciran al aumentar X;. La solucién basica adyacente se alcanza cuan-
do la primera variable basica que tenia valor positivo pasa a ser
igual a cero (recordemos las restricciones de no-negatividad). Esta
variable serd la que sale de |a base y por lo tanto se transformara
en no-basica. Por lo tanto, una vez escogida la variable que entrara
en la base, la variable que sale de la base serd aquella que llegue pri-
mero a 0. La variable bésica actual con la cota superior mas peque-
fia junto con la restriccion su no-negatividad sera la escogida.

Examinemos esta cuestion en nuestro ejemplo. Tenemos que las
variables basicas candidatas a salir de la base son X3, X4, X5 y Xe.
En el Cuadro 3.2, se presentan los cilculos para identificar cuél es
la variable basica saliente.

Como X es una variable no-bésica, tendremos que X = 0 en la se-
gunda columna del Cuadro 3.2, La tercera columna indica las cotas
superiores para X; antes de que la variable basica correspondiente
a la primera columna sea negativa. Por ejemplo, X3 = 0 si X3 = |2
(mientras que X3 > 0 si X3 < |2, y X3 < 0 cuando X; > 12). Como
X4 (la variable de holgura correspondiente a la restriccién 0,5 X +
+ X3 £ 6) impone la cota negativa mas pequefia sobre X3, la varia-
ble basica saliente sera X4, de manera que en la nueva situacion
tendremos que X4 = 0 (no-basica) y X3 = 6 (basica).

CUADRO 3.2
Cilculos para obtener la variable saliente
Variable basica Ecuacién COtpilaE:pxe:rior
%3 X3=6-X,-05X, %, < 6/0,5=12
X4 X5 = 6-05%;— X5 X; < 6 « minimo
Xs Keg=T-X;=%; X, 27
xb X6:9_||4X|_x2 X2£9

Pregunta c): ;Cémo podemos identificar de manera convin-
cente la nueva solucién bisica factible!

Después de haber identificado las variables entrantes y salientes de

la base (incluyendo el valor de la variable basica entrante), necesi-

tamos conocer cudl es el valor nuevo del resto de variables bésicas.

Para poder calcular estos valores, el método Simplex utiliza la for-

ma apropiada de eliminacién de Gauss que teniamos en el paso ini-
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cial (aquella en la cual cada ecuacién tiene (inicamente una variable
basica con coeficiente +1, y esta variable basica aparece en una (ni-
ca ecuacion). Se trata de encontrar la nueva forma apropiada des-
pués del cambio de base. Se necesita realizar dos operaciones alge-
braicas normalmente utilizadas para resolver sistemas de ecuacio-
nes lineales. Estas operaciones son;

I.  Multiplicar (o dividir) una ecuacién por una constante diferen-
te de 0.

2. Sumar (o restar) un mdltiple de una ecuacién con otra ecua-
cion.

Estas operaciones son legitimas porque implican Unicamente:
1) multiplicar cosas iguales (los dos lados de la ecuacién) por una
constante y 2) sumar cosas iguales con cosas iguales. Por lo tanto,
una solucion que cumple un sistema de ecuaciones determinado
también lo hara después de la transformacion.

Vamos a ver cémo funciona en nuestro ejemplo. Consideremos un
sistema de ecuaciones originales, en el cual se muestran las varia-
bles basicas en negrita. El problema se puede escribir de la forma
siguiente:

B Z =X = =0
0) X, +05X, +X, =

(2) 05X,  +X, +X, =6
?3) X, *X, 43K =7
(4) 14X, X, +X, =9

Obsérvese que X; ha sustituido a X4 como variable basica en la
ecuacion (2). Ahora tenemos que resolver este sistema de ecuacio-
nes para encontrar los valores de las variable basicas X3, X3, Xs, Xg
(recordemos que ahora X y X4 = 0) y de Z. Como que X; tiene un
coeficiente igual a +1 en la ecuacién (2), no necesitamos realizar nin-
guna transformacién. Si el coeficiente hubiese sido diferente de |,
hubiéramos tenido que dividir ambos lados de la ecuacion por éste
para que X; tenga un coeficiente asociado igual a |. Nos referiremos
al resultado de esta transformacion Ecuacion (2) nueva.

El paso siguiente es eliminar X; de las otras ecuaciones. Comencemos
por la ecuacion (0). Tenemos que realizar la operacién siguiente:

Ec. (0) nueva = ec. (0) antigua + 1.4 - ec.(2) nueva
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Es decir:
Z -—x1 —1,4X 2 =0
+( 07X, +14X, +14X, =84)
Z -0.3X, +14X, =84

Tenemos que realizar el mismo procedimiento para las ecuaciones
(1), (3) y (4). Lo haremos a continuacién para la ecuacién (). Te-
nemos que, para eliminar X; de la ecuacién (1), tenemos que reali-
zar la operacion siguiente:

Ec.(0) nueva = ec. (0) antigua — 0,5 - ec.(2) nueva

X, +05X, +X, =6
~( 025X, +05X, +0,5X, = 3)
075X, +X, -05X, =3

Si utilizamos el mismo procedimiento para las ecuaciones (3) y (4)
para eliminar Xz y obtenemos la nueva forma gausiana siguiente del
sistema de ecuaciones:

0 Z -03X% +1,4X, =84
(1) 0,75X, +X, —05X, =3
(2) 05X, +X, +X, =6
3) 0,5X, D, 4K =
(4) 09X, K +X, =3

Si comparamos este nuevo sistema de ecuaciones con el anterior,
veremos que sigue teniendo la forma apropiada de eliminacion de
Gauss que permite obtener inmediatamente el valor de las varia-
bles en la solucién (recordemos que X4 = 0y X| = 0). Hay que ob-
servar que en la ecuacién (0) siempre estin Unicamente las varia-
bles no-basicas. Ahora tenemos una nueva solucién basica factible
igual a (0,6,3,0,1,3) que corresponde al punto extremo B. El valor
del objetivo es igual a 84.

El siguiente paso es ver si esta nueva solucién es la éptima. Para
ello examinamos en la siguiente ecuacion [que corresponde a la
ecuacion (0)] los coeficientes de las variables no basicas:

Z=84+ 03X - 1,4X4
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Como la no-basica X tiene un coeficiente positivo (0,3), si la varia-
ble pasa a ser positiva el valor del objetivo aumentara. Por lo tanto,
no estamos en la solucion éptima y hay que realizar de nuevo el
proceso, en donde X entrara en |a base y otra variable basica deja-
ra de serlo.

Segunda iteracion

¢ Paso I. Como que la ecuacién (0) actual es Z = 8,4 + 0,3X, -
— 1,4X4, la funcién sélo aumentara si X aumenta. Ya tenemos la
variable que entrara en la base,

o Paso 2. El limite superior sobre X; antes de que las variables
bdsicas sean negativas esta indicado en el Cuadro 3.3:

CUADRO 3.3
Calculos para obtener la variable saliente
Variable bisica Ecuacién c“‘:af:l;f:i”
X3 X3 =3-075X, - 05 X, X, < 3/(0.75) =4
Xz X2=6—0.5XI—X4 X|$|2
X Xs=1-05X, + X, X, <2 & minimo
X6 X6=3—0‘9X| +x4 X|£3.3

Escogeremos Xs como la variable basica saliente, ya que es la que,
a medida que aumenta el valor de X, alcanza primero el valor 0.

e Paso 3. Después de eliminar X, de todas las ecuaciones del
conjunto actual, excepto de la ecuacion (3), en la cual X sustitu-
ye a Xs como variable bdsica, el nuevo conjunto de ecuaciones
en la forma apropiada de eliminacién de Gauss es:

0 z +08X, +06X, =9
) X, X, -15X, =15
) +X, X, =X, =5
&) X, 9%, +2% =2
(4) 08X, +I8X, +X, =12

La solucién basica factible siguiente es (2; 5; 1,5; 0; 0; 5) y el valor
del objetivo es Z = 9.
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* Prueba de optimalidad.

Tenemos que verificar si las variables no-bésicas del objetivo tie-
nen coeficientes que permitan aumentar el valor del objetivo si és-
tas cogen valores positivos. El nuevo objetivo es:

Z=9-08X4-06Xs

Como las variables no-bdsicas tienen un coeficiente negativo, el va-
lor del objetivo no puede aumentar. Estamos en el 6ptimo y la so-
lucién final es X; =2, X =6y Z=9.

En resumen, el método Simplex tiene los pasos siguientes:

I. Introducir las variables de holgura para obtener la forma canoé-
nica del programa.

2. Encontrar una solucién inicial de un punto extremo y realizar
la prueba de optimalidad.

3. Si no estamos en el optimo:

a) Determinar la variable bdsica entrante: seleccionar la varia-
ble no basica que, al aumentar su valor, aumente mas rapi-
damente el valor del objetivo.

b) Determinar la variable bésica saliente: ésta es la que alcanza
el valor 0 mas rapidamente a medida que aumentamos la va-
riable entrante.

c) Una vez que sabemos cuil es la variable basica que sale de la
base, se determina la nueva solucién basica factible: a partir
del conjunto actual de ecuaciones se aislan las variables ba-
sicas y Z en términos de las variables no-basicas utilizando
el método de eliminacién de Gauss. Las variables no-basicas
se igualan a 0; cada variable bésica junto con Z es igual al
nuevo lado derecho de la ecuacién en la cual aparece con
coeficiente +1.

4. Examinamos si la nueva solucién encontrada es 6ptima: uni-
camente necesitamos examinar los coeficientes de las varia-
bles no bisicas que estin en el objetivo. Si todos los coefi-
cientes son negativos, estamos en el éptimo. Por otro lado,
si como minimo uno de los coeficientes asociados a las
variables basicas es positivo, tenemos que repetir los pasos
2y 3.
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3.3. Adaptacion a otro tipo de modelos

Hasta ahora hemos estudiado el método Simplex para problemas
de maximizacién con restricciones con la desigualdad <. Pero hay
otros casos como los problemas de minimizacién y la existencia de
restricciones con igualdad o con desigualdad =. A continuacion ve-
remos como adaptar la formulacion del modelo con alguna de es-
tas caracteristicas para poder utilizar el método Simplex.

3.3.1. Restricciones con igualdad

El problema basico con las restricciones de igualdad es la obten-
cion de una solucién basica factible inicial. Supongamos que, en
nuestro ejemplo, la restriccion (3) se tiene que cumplir con igual-
dad (X, + X2 = 7). En este caso, en principio, no hay que introducir
una variable de holgura para formar la forma canénica.

Si procedemos a encontrar una solucién inicial factible igualando
X1y X2 a0 nos encontramos con el problema de que la restriccién
(3) no se cumple. Para poder obtener una solucién inicial factible,
nos vemos obligados a introducir una nueva variable no-negativa,
denominada artificial S3, de la siguiente forma:

Xi+X+5:=7

Gracias a la introduccién de esta variable artificial S3 ya pode-
mos encontrar una solucion inicial factible en donde S3 es una
variable bdsica igual a 7. De hecho, hemos aumentado el nimero
de variables afiadiendo una que no tiene ninguna interpretacion
econémica, pero que nos sirve para encontrar una solucién ini-
cial factible. Es meramente un artificio matemitico. Pero, en la
solucion final, queremos que esta solucion tenga el valor 0 (sea
no basica), ya que, si esto no es asi, el problema no tendria senti-
do (la restriccion no se cumpliria con igualdad). Para poder con-
seguirlo, afadimos esta variable artificial en el objetivo, pero
con un coeficiente negativo de valor muy elevado (respecto a
los otros), que llamaremos M:

Z=X + 14X - MS;3

Como este valor penaliza la variable en el objetivo, el método Sim-
plex escogera esta variable para salir de la base y nunca mas volve-
ra a entrar (es decir, se quedara con el valor 0). Por lo tanto, en la
solucién final S3 tendra el valor 0, Si esto no fuera asi, el problema
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seria infactible. En la préxima seccion veremos cdmo eliminar esta
variable del objetivo.

3.3.2. Restricciones con direccién >

Supongamos ahora que la restriccion (3) es la siguiente:
Xi+Xa=7

En este caso tenemos que encontrar una solucién inicial de la mis-
ma forma que haciamos anteriormente para poder ejecutar el mé-
todo Simplex. Ahora bien, en este caso afiadimos una variable de
exceso no-negativa, E3, que mide la diferencia entre el valor del lado
izquierdo de la ecuacién (X + X3) y el lado derecho (7). Esta varia-
ble tendra un signo negativo en la ecuacion:

Xy +Xa—=E3=7

Ahora bien, al fijar inicialmente X, y X; iguales a 0, Ej se igualara a
—7, por lo que tendra un valor negativo, incumpliendo las condicio-
nes de no-negatividad de todas las variables en el método Simplex.
De nuevo, tenemos que recurrir al artificio de introducir una varia-
ble artificial que nos permita obtener una solucién factible inicial S3:

Xi+Xeo-E3+S3=7

En este caso escogemos S3 como variable basica inicial correspon-
diente a la restriccién (3). Como en el caso anterior (restricciones
con igualdad), afiadiremos la variable artificial S3 en el objetivo con
un coeficiente —M. Si esta variable contintia con valor positivo al fi-
nal del método Simplex, el problema es infactible.

El hecho de afadir la variable artificial en el objetivo implica que, al
iniciar el método Simplex, el cuadro inicial no esté en la forma
apropiada de eliminacién gausiana, ya que esta forma requiere que
todas las variables basicas tengan un coeficiente 0 en la ecuacién
(0) correspondiente al objetivo, y en este caso la variable basica S3
tiene un coeficiente igual a —M. Entonces, para poder iniciar el mé-
todo Simplex, tanto si tenemos restricciones con igualdad o desi-
gualdad =, tenemos que transformar esta ecuacion (0) en la forma
apropiada de eliminacién de Gauss, para poder asi determinar tan-
to la variable que entrard en la base como el test de optimalidad.
De nuevo, el procedimiento es el de siempre: el método de elimi-
nacién de Gauss. En este caso, el procedimiento es muy similar al
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utilizado hasta ahora en el método Simplex. Tendremos que reali-
zar la operacién siguiente:

Ec. (0) nueva = ec. (0) antigua — - ec.(3)

Es decir:
Z X, -14X, +MS§, =
—M( X #2X, =E, 8, =7)
iz EMHDX, (-M-=-14)X, -ME, =-7M

Ahora ya podemos proceder con el método Simplex, ya que todas
las variables basicas en la ecuacién (0) tienen un coeficiente asocia-
do igual a 0. Ahora tenemos que decidir qué variable no-basica tie-
ne que entrar en la base. Escogeremos aquella cuyo coeficiente au-
mente mas el objetivo. En este caso, escogeriamos E3 como varia-
ble bisica entrante y procederiamos a buscar la variable basica
saliente de la misma forma que lo hicimos anteriormente. Hemos
de observar que cuando Ej; entra en la base y otra variable sale de
la base (es decir, nos desplazamos a un nuevo punto extremo adya-
cente), el coeficiente de E3 en el objetivo tomari el valor 0. A me-
dida que el procedimiento continta, las variables con el valor M en
el objetivo van entrando en la base y llegara un punto en que M de-
saparecera del sistema. Si en la solucién final ain tenemos M en la
ecuacion (0), el sistema no tiene solucion.

Si tenemos mas de una restriccién con igualdad, el procedimiento
es exactamente el mismo. Cada una de las variables artificiales ten-
dra un coeficiente —M en el objetivo y tendremos que encontrar la
forma apropiada de eliminacién de Gauss.

3.3.3. Minimizacién

Hasta ahora, hemos examinado el método Simplex cuando esta-
mos maximizando el objetivo. Pero, en muchos casos, tenemos
que minimizar el objetivo (por ejemplo, minimizar costes, minimi-

zar el grado de contaminacién o minimizar la mortalidad). Lo més
sencillo es multiplicar el objetivo por —|. Por ejemplo:

Min Z = 3X, + 4X;
Es equivalente a:

Max —Z = —-3X| —4X3
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Una vez hecha esta transformacién, podemos aplicar el método
Simplex descrito en esta seccion. La causa de esta equivalencia es
que, cuanto menor es Z, mayor es —Z.

Otra manera de operar con un objetivo de minimizacién es selec-
cionar la variable no-bdsica entrante que reduzca en mayor grado el
valor del objetivo.

3.3.4. Variables no acotadas

Puede ocurrir que en algunas formulaciones las variables puedan co-
ger valores negativos. En este caso, hay que modificar el modelo
para poder utilizar el método Simplex, ya que éste Unicamente per-
mite que las variables tomen valores positivos o cero.

Supongamos que la variable X no esta acotada inferiormente. Para
poder resolver el problema, tendremos que sustituir esta variable
en todas las ecuaciones por dos variables X y X; de la manera si-
guiente:

X, =X =X
en donde X[ 20y X; >0. Como estas dos variables pueden coger
cualquier valor no-negativo, su diferencia puede ser cualquier valor (po-
sitivo © negativo). Ahora ya podemos aplicar el método Simplex, En la
solucién final, debido a las propiedades geométricas de la solucion facti-
ble en un punto extremo, nunca tendremos las dos variables con valo-
res positivos. O Unicamente una de ellas tiene valor estrictamente posi-
tivo y la otra igual a 0 (o viceversa), o las dos son iguales a 0.

3.4. Situaciones especiales en el método Simplex

{Qué pasa cuando vamos a escoger la variable no-basica entrante y
hay un empate en el criterio! ;Cémo detectamos problemas sin
solucién? jy si la solucion es infinita? A continuacién examinaremos
cémo el método Simplex lidia con estas situaciones.

Empate en la variable entrante

Si hay dos variables que tienen el coeficiente més grande (en valor
absoluto) igual en la ecuacién (0), se escoge arbitrariamente una de
ellas para entrar en la base.

Empate en la variable saliente
Supongamos que ahora el empate se produce entre dos o mds va-
riables basicas al examinar el criterio de salida. Si esto sucede, to-
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das las variables alcanzan el valor 0 al mismo tiempo cuando au-
menta el valor de la variable entrante. Entonces, las variables basi-
cas que no habiamos escogido como salientes de la base también
tendran valor 0 en la solucion. Este tipo de soluciones se llaman de-
generadas. Incluso, si una de estas variables continta con el valor 0
hasta que se selecciona como variable saliente en una iteracién
posterior, la variable no-basica entrante también se quedara con
valor 0 y el valor del objetivo no cambiara. Puede pasar que, si Z se
queda igual, en vez de mejorar el objetivo en cada iteracion, el mé-
todo Simplex entre en un ciclo que repite periddicamente las mis-
mas soluciones, en vez de ir cambiando para aumentar el valor del
objetivo. De hecho, se han elaborado programas lineales con ciclos
infinitos. Por suerte, en la préctica esta situacion es casi inexistente
y normalmente los empates se rompen arbitrariamente.

No hay variable basica saliente: Z no acotado

{Qué pasa cuando no hay variables basicas candidatas a salir en la
base? O, en otras palabras, ;qué hacemos cuando todos los cocien-
tes calculados para seleccionar la base son de tal manera que no
hay ninguno en positivo! Recordemos que, a medida que aumenta-
bamos el valor de la variable no-basica entrante, habia como mini-
mo variable bésica que iba disminuyendo hasta llegar a tener un va-
lor 0, que determinaba automaticamente el nuevo valor de la varia-
ble entrante. Pues bien, puede haber situaciones en donde a
medida que aumenta el valor de la variable entrante todas las varia-
bles basicas también aumentan de valor (o no cambian). Simplemen-
te, el problema tiene una solucién infinita, ya que no hay ninguna
restriccién que acote el objetivo.

Soluciones éptimas multiples

Como hemos visto, el método Simplex se para cuando encuentra
una solucién 6ptima. Pero, como hemos visto en el método grifi-
co, puede haber situaciones en las que hay soluciones dptimas mul-
tiples... Siempre que el problema tiene mas de una solucién optima
factible, como minimo una variable no-basica tiene el coeficiente
igual a 0 en la ecuacién (0) final, de manera que si su valor aumenta,
Z no cambia. Si esta situacion aparece, podemos encontrar otra
solucién éptima introduciendo esta variable no-basica en la base.
Asi podemos encontrar otras soluciones que, sin cambiar el valor
del objetivo, nos ayuden a tomar una decisién en funcién del valor
de las variables en el éptimo.

3.5. Soluciones con ordenador

Por ahora hemos visto tres métodos para encontrar soluciones de
programas lineales. Pero todos ellos son muy ineficientes si se tie-
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ne que hacer los célculos con lapiz y papel incluso para problemas
pequefos. Actualmente, existen un sinfin de programas de ordena-
dor que resuelven problemas lineales muy eficientemente, incluso
programas con miles de variables y restricciones. Los programas
de hoja de célculo también estin incorporando métodos para ob-
tener soluciones de programas lineales. En esta seccién describire-
mos como programar y solucionar un modelo de programacién li-
neal en la hoja de cilculo Excel 97 de Microsoft '3, Utilizaremos
mismo ejemplo de las secciones anteriores. También supondre-
mos que se tienen conocimientos bésicos de funcionamiento de
este programa.

La formulacién es:

MaxZ= X, +14X,
s.a

X, +0,5X, <6

0,5X, +X,<6

X, 4%, <7

14X, + X, <9

XXz 20

Obsérvese que el conjunto de restricciones puede representarse
de formal matricial sélo con los coeficientes de las variables:

| 05 < 6
0.5 | < 6
| | < 7
1.4 | < 9

La primera columna corresponde a los coeficientes de X, y la se-
gunda a los coeficientes de X;. Precisamente vamos a escribir esta
matriz en las celdas de la hoja de célculo. En la Figura 3.5 hemos es-
crito el planteamiento del problema.

En los rangos Bl 1-Bl14 y C|1-Cl4 hemos escrito los coeficientes
de X y X3 en las restricciones. En el rango El [-E14 figuran los va-
lores de los recursos (lado derecho de las restricciones y en las

15 Laversién que se utiliza en este apartado corresponde a Office 97, aunque en
versiones anterjores también existe el médulo de programacion lineal.
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FIGURA 3.5
Ejemplo en Excel
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celdas B8 y CB8 los coeficientes de las variables en el objetivo. Aho-
ra tenemos que escribir las férmulas correspondientes a las res-
tricciones y a la funcién objetivo.

Las celdas B5 y C5 representarin los valores de las variables de de-
cisién X y Xz La férmula de la funcién objetivo esta escrita en la
celda B2. La férmula es la siguiente: =B8*$B$5 + C8*$C$5. Las
formulas del lado izquierdo de las restricciones estdn escritas en el
rango D11-D14. Estas son:

=Bl 1*$B$5 + C| I *$C$5
=B12*$B$5 + C12*$C$5
=B13*$B$5 + C13*$C$5
=B|4*$B3$5 + CI14*$C$5

Ahora ya tenemos preparado el modelo. Obsérvese que por el mo-
mento las celdas con férmulas tienen el valor 0. Esto es debido a que
por ahora las celdas asociadas a las variables de decision estan vacias.

El siguiente paso es indicar a la hoja de cdlculo dénde esta el pro-
blema. Entramos en la opcion Herramientas y escogemos en el
menu el Solver. Entonces aparecera un recuadro como el de la Fi-
gura 3.6
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FIGURA 3.6
Cuadro de la opcién Solver
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Ahora tenemos que indicar las celdas en donde estin las férmulas.
En la casilla «Celda objetivo» ponemos la referencia de la celda en
donde esta la funcién objetivo ($B%$2). Luego indicamos que es un
problema de maximizacion. Las referencias de las variables se indi-
can en el recuadro «Cambiando las celdas» (B5;C5). Finalmente te-
nemos que introducir las restricciones. Para ello entramos en la
opcion Agregar y saldri el recuadro de la Figura 3.7, En él tenemos
que indicar dénde esté el lado izquierdo (la formula) de cada res-
triccién, el signo de la desigualdad y el lado derecho de cada res-
triccion. Cada vez que entramos una restriccion adicional escoge-
mos la opcién agregar. Después de haber entrado las restricciones
correspondientes, Excel también exige poner las restricciones de
no-negatividad. Para ello seguimos agregando dos restricciones,
una para cada variable. Para ello tenemos que indicar en el lado iz-
quierdo la referencia de la celda correspondiente a la variable de
decision, y en el lado derecho pondremos el valor 0, habiendo es-
cogido previamente el sentido de la desigualdad (2). La Figura 3.8
muestra el resultado final de introducir el problema.

Ahora ya podemos resolver el problema. Escogemos la opcion Re-
solver y al cabo de unos breves momentos saldra una pantalla in-
dicando que la solucién ha sido encontrada. La solucién éptima de
las variables de decisién y el valor del objetivo ahora aparecen en
las celdas (ver Figura 3.9). La opcién Solver también permite obte-
ner automaticamente informes sobre la solucién final.
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FIGURA 3.7
Introduccion de las restricciones

FIGURA 3.8
Resultado final de la programacion
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FIGURA 3.9
Solucién éptima del ejemplo
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3.6. Ejercicios
Cierto/falso

I.  Enun programa lineal, todas las funciones que forman el con-
junto de restricciones y el objetivo son lineales.

2. El método grifico es muy (til porque permite encontrar so-
luciones de cualquier programa lineal.

3. Cualquier solucién que cumple, como minimo, una restric-
cién de un programa lineal pertenece a la regién factible.

4. Una solucién optima no utiliza necesariamente todos los re-
cursos disponibles en el problema.

5. La interseccién de dos restricciones cualquiera es un punto
extremo de la regién factible.

6. Una restriccién con igualdad en general acota més la regién
factible que una con desigualdad.
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20.

Una solucién de un programa lineal siempre se encuentra en
un punto extremo,

Si hay mds de una solucién de un programa lineal, entonces
hay infinitas soluciones.

Cualquier restriccion con desigualdad en un programa lineal
afiade exactamente una variable al método Simplex.

Cada solucién factible encontrada por el algoritmo Simplex
corresponde a un punto extremo.

Las variables artificiales se afladen al modelo para encontrar
una solucién inicial.

En un programa lineal de maximizacién sin restricciones, la
solucién es infinita.

La forma gausiana de un programa lineal es util para encon-
trar soluciones en puntos extremos.

Si hay un empate en el criterio de escoger la variable basica
saliente, la solucion es infinita.

Si no tenemos ninguna variable candidata a salir de la base, la
solucién es no acotada.

Si una variable basica tiene el coeficiente del objetivo igual a 0
en una iteracion del método Simplex antes de llegar al 6pti-
mo, entonces hay infinitas soluciones optimas.

En una restriccion con igualdad afiadimos una variable de
holgura.

Para identificar una variable basica saliente, hay que saber an-
tes qué variable no-bdsica va a entrar en la base.

Una variable no-bdsica es siempre igual a 0 en cualquier
solucion.,

En la solucién final de un programa lineal todas la variables
bésicas siempre tienen valores no-negativos.
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Eleccion mdltiple

I.  ;Qué no es esencial en un programa lineal?
a) Tenemos que tener un objetivo bien definido.
b) Los problemas tienen que ser de maximizacion.
¢) Los recursos tienen que ser limitados.
d) Las variables son continuas.

2. En la programacién lineal, no-negatividad implica que una va-
riable no puede tener:
a) Un coeficiente negativo en la funcién objetivo.
b) Un coeficiente negativo en las restricciones.
¢) Un valor fraccional.
d) Ninguna de las anteriores.

3. Si tenemos un programa lineal de maximizacién con todas las
restricciones con direccion 2:
a) El problema no es factible.
b) La solucién es infinita.
¢) Elalgoritmo Simplex hace tantas iteraciones como variables
en el problema.
d) Ninguna de las anteriores.

4. La interseccion de las restricciones de un programa lineal
forma:
a) Un conjunto convexo.
b) El espacio factible de soluciones.
¢) Los puntos extremos.
d) Todas las anteriores.

5. Para poder encontrar una solucién inicial de un programa li-
neal, las restricciones con direccién = se han de transformar
en igualdad afadiendo:

a) Una variable de exceso.

b) Una variable artificial.

¢) Una variable de holgura y una artificial.
d) Ninguna de las anteriores.

6. Supongamos un programa lineal con dos variables y una tnica
restriccion. Si estamos maximizando y la restriccion es <:
a) Las dos variables tendran valores positivos.
b) En general, una variable sera positiva y la otra cero.
¢) El problema no tiene solucion,
d) Ninguna de las anteriores.
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Supongamos un programa lineal con dos restricciones <, una
restriccion con = y tres variables. Cuando construimos la
forma canénica para encontrar una solucion inicial, tendre-
mos un total de:

a) 3 variables estructurales, 2 de holgura y | de exceso.

b) 3 variables estructurales, 2 de exceso y | artificial.

¢) 3 variables estructurales, 2 de holgura y | artificial.

d) Ninguna de las anteriores.

Si tenemos la solucién éptima de un programa lineal con dos

variables de decision, jcudl de las opciones es la correcta?

a) El problema tiene una Unica solucién.

b) Lasolucion 6ptima se encuentra en un punto extremo o a
lo largo de una recta que conecta dos puntos extremos.

¢) Todos los recursos se han consumido en la solucion
optima.

d) Todas las anteriores.

En una solucién basica factible:

a) Todas las variables son positivas.
b) Estamos en el éptimo.

¢) Las variables no-biésicas son 0.
d) Ninguna de las anteriores.

En un punto extremo de la region factible:
a) Hay una solucion basica factible.

b) Coinciden dos o mas restricciones,

¢) Podemos encontrar el 6ptimo.

d) Todas las anteriores.

En cada iteracion del algoritmo Simplex, tenemos que:

a) Como minimo, una de las variables que tienen un valor po-
sitivo en la solucién anterior coge el valor 0.

b) Una variable no-bésica se transforma en biasica.

¢} El valor del objetivo mejora.

d) Todas las anteriores.

Si en la solucién éptima la variable de holgura X, correspon-
diente a una restriccién con direccién <y lado derecho (re-
curso) R, estd en la base, entonces:

a) El problema no es factible.

b) No se ha consumido todo el recurso R.

¢) Se ha consumido todo el recurso R.

d) Sepuede obtener un solucién mejor si el valor de R aumenta.

Si tenemos una solucién éptima degenerada:
a) Hay soluciones alternativas éptimas.
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b) La solucién no sirve de nada.
¢) La solucién no es factible.
d) Ninguna de las anteriores.

I4. Sitenemos que en la ecuacién (0) de la solucién final del mé-
todo Simplex hay el coeficiente —M asociado a una variable
artificial, sabemos que el problema es:

a) Un problema de maximizacion.
b) Un problema de minimizacion.
¢) No es factible.

d) Ninguna de las anteriores.

I5. Si hay un valor negativo en los coeficientes de la ecuacion (0)
del método Simplex, sabemos que:
a) La solucién es éptima.
b) Hemos cometido un error.
¢} El problema no tiene limites.
d) Ninguna de las anteriores.

Problemas

3.1. Considerar el programa lineal siguiente:

MaxZ= X

S.a.

+2X

1 2

2X, +8X, <6
X, #X, =5
X, X, 20

a) Utilizar un método grifico para encontrar una solucion

b) Cambiar la funcion objetivo por Z =X, + 6X, y volver a so-
lucionar el problema.

¢) Cuintos puntos extremos tiene la solucién factible?
Encontrar los valores de X, y X, en cada punto extremo.

3.2. Supongamos el programa lineal siguiente:

MaxZ= 4X, +X, +X,

s.a.
X, +4X, #X, <I2
5X, -2X, +4X; <II
2X, 43X, 43X, <20
X, X4, X, 20

Encontrar dos puntos extremos factibles.

8l
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3.3. Utilizar el método Simplex algebraico para solucionar el pro-
blema siguiente:

Max Z= =X, +X, +2X,
S.a.
2X, +8X, -X; <£20
-2X, +4X, +2X, <60
2X, +3X, +X; £50
X oKy Xy 20

3.4. Considerar el problema siguiente:

Max Z= 2X, +4X, +3X,
Ss.a.
X, 43X, +2X, <30

X =X, +X; <24
3X, 45X, +3X, <60
X XX, 20

Sabemos que, en la solucién optima, X, X,, X, > 0.

a) Describir como se puede utilizar esta informacidn para
adaptar el método Simplex de manera que el nimero de ite-
raciones sea minimo (comenzando en la solucién basica fac-
tible inicial normal). No vale hacer ninguna iteraciéon.

b) Utilizar el procedimiento desarrollado para solucionar el
problema.

3.5. Considerar el problema siguiente:

MaxZ= X, +X, +X, +X,
s.a.
X, +X, <3
X, +X, <2
X,,X ;. X, 20

Utilizar el método Simplex para encontrar todas las soluciones fac-
tibles optimas.
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3.6. Considerar el programa siguiente:

MaxZ= 2X, —4X, +5X,
s.a.

X, +4X, -2X,

X, +2X, +3X,

Koz X X, 590
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-6X,
+8X, <3
+4X, <2

4

Determinar el nimero maximo de soluciones basicas posi-
bles y la solucién basica factible optima.

3.7. Formulary encontrar la solucién éptima del problema 2.1.

3.8. Formulary encontrar la solucién éptima del problema 2.2.

3.9. Formulary encontrar la solucion éptima del problema 2.3.

3.10. Formulary encontrar la solucién 6ptima del problema 2.4.

3.11. Formulary encontrar la solucién éptima del problema 2.5.






4. PROGRAMACION LINEAL ENTERA

4.1. Introduccion

Los modelos de programacion lineal consideran que las variables
de decisién son continuas, es decir, que pueden tomar en la solu-
cién final valores fraccionados. Pero, en muchos casos, una solu-
cién éptima de un programa lineal puede ser inservible si presenta
fracciones. Supongamos, por ejemplo, que hemos construido un
modelo para asignar personal médico a departamentos dentro de
un hospital. En este caso, las variables de decisién (asignar perso-
nas a departamentos) tienen que ser enteras en la solucién final.
iNo tendria sentido una solucién en la cual 2,3 médicos fuesen
asignados a la seccion de dermatologia!

Para poder encontrar soluciones de problemas en los cuales algu-
nas o todas las variables tienen que ser enteras, se utiliza la progra-
macién entera, que no es mds que una extension de la programa-
cién lineal.

Otro tipo de modelos entran dentro de |a programacién entera bi-
naria, que es un caso especial en donde todas o algunas de las va-
riables representan acciones binarias, es decir, «hacer o no hacer».
En este caso, las variables inicamente pueden adoptar los valores 0
6 |. Este tipo de problemas es muy comun en la toma de decisio-
nes, en donde muchas veces tenemos que decidir si, por ejemplo,
tenemos que construir un nuevo centro, si tenemos que invertir
en un nuevo departamento, o si tenemos que modificar una estra-
tegia de planificacion de un servicio.

Cuando nos encontramos con este tipo de problemas, la formula-
cién matematica no se ve alterada; Gnicamente en las restricciones
de no-negatividad hay que indicar qué variables tienen que tomar
valores enteros. El problema reside en encontrar soluciones que
sean factibles, ya que el algoritmo Simplex no garantiza una solu-
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cién adecuada al problema. En este capitulo examinaremos en pri-
mer lugar como podemos modificar el algoritmo Simplex para po-
der obtener soluciones éptimas. A continuacion examinaremos al-
gunos problemas de programacion entera cuyas variables de
decisién son binarias (decisiones «hacer o no hacery).

4.2. El algoritmo de bifurcacion y acotamiento

El Algoritmo de Bifurcacién y Acotamiento ' (ABA) se basa en el
algoritmo Simplex para poder obtener soluciones enteras. En pri-
mer lugar, se aplica el algoritmo Simplex para obtener una solucién
inicial. Si en la solucién obtenida al final del algoritmo Simplex to-
das las variables especificadas como enteras tienen valores ente-
ros, no hace falta seguir, ya que se ha obtenido el 6ptimo; en caso
contrario, es necesario aplicar el ABA. Bisicamente, en cada itera-
cién del ABA se escoge una variable que presenta una solucién
no-entera y se divide el problema en dos sub-problemas, afiadien-
do en cada uno de ellos una nueva restriccion que acota esta varia-
ble por su valor entero superior en un caso, y por el valor su valor
inferior entero por el otro. Cada sub-problema se resuelve con el
método Simplex y se verifica si la solucién es entera. En caso con-
trario, se vuelve a bifurcar el sub-problema en otros dos y se sigue
procediendo hasta que se encuentra una solucion entera. El proce-
so se realiza en todas las ramificaciones del arbol. Aunque este al-
goritmo pueda parecer complejo, el proceso es bastante sencillo.
A continuacién examinaremos con un ejemplo el ABA.

Supongamos que tenemos que encontrar la solucién al problema
lineal siguiente:

Max Z= X, +14X,
S.a.
X, +0,5X, <6
05X, +X, <55
X, +X, <68
14X, +X, <9

X,, X, enteras

En primer lugar utilizamos el método Simplex para obtener una so-
lucion del programa lineal relajado (sin considerar las restricciones

'6 En inglés, «branch and bound algorithmy.
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que fijan las variables como enteras). La solucién obtenida es
Z=85; X, =26y X;=4,2. Tenemos que las dos variables ofrecen
soluciones fraccionadas. Hay que aplicar el ABA.

Definamos el problema original como PO. Escogemos X y crea-
mos dos sub-problemas Pl y P2 a partir del programa original. El
primer sub-problema, P, consistira en el programa original PO més
la restriccion X < 2. El segundo sub-problema, P2, consistira en el
programa original mas la restriccion X, = 3. Es decir, estamos di-
ciendo que X no puede coger valores entre dos y tres. Soluciona-
mos Pl y P2,

Pl = P0 + X; <2, Soluciéon: ZI =8,3; X; =2y X; =45
P2 = PO + X, = 3. Solucién: Z2 =83; X, =3y X; =38

Los dos sub-problemas obtienen el mismo valor del objetivo que,
como era de esperar, es inferior al objetivo inicial Z. Sin embargo,
ambos problemas siguen incumpliendo las condicién de soluciones
enteras. Tenemos que seguir ramificando. Cogemos el problema
Pl y lo subdividimos en dos nuevos sub-problemas Pl | y P12, afa-
diendo las restriccion Xz <4 en uno y X; 2 5 (manteniendo todas
las restricciones anteriores, incluida X < 2). Los resultados son los
siguientes:

PIl =Pl + X3 <4 Solucion: ZI1 =76, X, =2y X;=4
PI2 =Pl + X; 2 5. Solucién: ZI2 =80; X, =1y X3 =5

En estos dos sub-problemas hemos encontrado soluciones enteras.
Como Z| | es inferior a Z12 podemos descartar Pl | como solucién
valida. Por ahora ya hemos encontrado una solucién que tiene valo-
res enteros con el problema P12, cuyo objetivo es igual a 8,0. Sin
embargo, atin no hemos acabado el algoritmo. Recordemos que ha-
biamos subdividido el problema original en dos sub-problemas. Atn
no hemos explorado el segundo sub-problema P2. El valor del obje-
tivo al solucionar P2 era 8,3, aunque la variable X; seguia sin ofrecer
un valor entero. Como estamos maximizando, podria ser que rami-
ficando P2 en dos sub-problemas se encontrara una solucién entera
superior a la que hemos encontrado con el sub-problema P12. La
ramificacién es la siguiente:

P21 = P2 + X3 < 3. Solucién: Z21 =8,0; X; =38y Xy =3
P22 = P2 + X; = 4. Sin solucién.

El problema P22 queda descartado por no tener una solucion facti-
ble. Los problemas que atin estan activos son P12 y P2| y ambos
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tienen el mismo valor del objetivo. Pero mientras que P12 tiene
soluciones enteras, P2| sigue con soluciones fraccionadas. Por lo
tanto, podemos descartar P21, ya que, si ramificiramos este pro-
blema, al afadir una nueva restriccion el valor del objetivo seria in-
ferior (o igual), pero nunca superior. En otras palabras, nunca po-
driamos encontrar una solucion mejor que la que tenemos con
P12. Como P12 es la Ginica rama activa, ya tenemos la solucién ép-
tima de nuestro problema. Si P2| hubiera dado un valor del objeti-
vo superior a 8,0 con alguna solucién fraccionada, tendriamos que
seguir bifurcando este sub-problema. El flujo del algoritmo se
muestra en la Figura 4.1.

FIGURA 4.1
Arbol del ABA aplicado al ejemplo
PO
Z=85
X, =26 X;=42
I
h 4 A 4
Pl P2
PO+ X <2 PO+X23
Z,=83 72=83
X =2 X;=45 X =3X,=38
h A h A
Pl P12 P21 P22
Pl +X,<4 Pl +X,<5 P2+X,<3 Pl +X,<4
ZIl =76 Z|2=80 Z21=80
X =2 X,=4 X,=1 X%=5 X, =38 X;=3
Descartado Optimo Descartado Descartado
ZI12<Z1| sol. no entera sol. no factible

En realidad, con este proceso lo que se esta haciendo es seccionar
en cada ramificacién el espacio de soluciones para explorar si exis-
te una solucién entera. Este proceso puede ser observado en la Fi-
gura 4.2, en donde, para cada sub-problema, se muestra el segmen-
to del espacio de soluciones explorado.

El algoritmo de bifurcacién y acotamiento también se utiliza para
resolver los problemas de programacion entera binaria. La tnica
diferencia es que las variables estan acotadas por 0 y |. Si en un
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FIGURA 4.2
Espacio de soluciones de los sub-problemas
X, PO
42
26 X,
|
X; PI X; P2
4.5
38— -
2 %
X pn X| P2 X;
S
4 i
i gf-===ire Neo factible
: R
2 % [ X, 38 X, X,

sub-problema una variable teéricamente binaria X es igual a 0,6,
éste se subdivide en dos problemas: el primero afiadiri la restric-
cién X = 0 y el segundo la restriccion X = |.

4.3. Programacion entera binaria I:

el problema de la mochila

El problema de la mochila es un clasico de la investigacion operativa.
En esencia, el problema consiste en llenar una mochila con objetos
con pesos diferentes y con valores también diferentes. El objetivo es
la maximizacion del valor total de la mochila con la restriccion de
que el peso de ésta no puede sobrepasar un limite predeterminado.
Este problema ha sido utilizado en muchas aplicaciones diferentes.
Una de ellas consiste en la asignacién de pacientes a una unidad (un
ambulatorio, un quiréfano, etc.) que tiene una capacidad limite.
Cada paciente tiene asociado dos parametros: el primero mide la
gravedad del paciente respecto a los otros en términos relativos, y
el segundo mide el tiempo de utilizacién del servicio. El problema
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consiste en encontrar qué pacientes podran ser atendidos y cudles
habra que derivar a otro centro. Es evidente que en este problema
el nimero de pacientes a ser atendidos es mas elevado que la capa-
cidad del centro. En este tipo de problemas nos encontramos con la
disyuntiva de que tenemos que, por un lado, dar prioridades para in-
tentar atender el maximo de pacientes, y por el otro lado atender a
aquellos que presentan mas gravedad.

Formulacion del problema

Supongamos que tenemos m pacientes a ser programados en un
centro. Los pardmetros que tenemos que conocer a priori son:

e g = valor cardinal de la gravedad del paciente i.
e t; = duracion en minutos de la intervencion del paciente i.
e T = tiempo total disponible en el centro.

Y las variables de decisién son:
e X; = |, si se atiende al paciente i; 0, si no se le atiende.

En este caso todas la variables son binarias y tendremos una para
cada paciente.

Una vez definidos los pardmetros y las variables, podemos cons-
truir un modelo. Este modelo tiene una tnica restriccion que, basi-
camente, define que el total de minutos que los pacientes atendi-
dos en el centro consumirdn no puede exceder el tiempo total dis-
ponible T. Como X sélo puede ser igual a 0 6 |, el tiempo total
consumido por el paciente i serd igual a tX;. Si sumamos t;X; para
todos los pacientes, tendremos el tiempo total consumido por
ellos, que no puede ser superior a T. En términos matematicos:

Sex, ST
|=f

El objetivo consiste en la maximizacion de la «gravedad totaly del
sistema. En otras palabras, queremos atender a aquellos pacientes
mis necesitados. Tenemos que observar que el problema no es tan
trivial, ya que no vale ordenar los pacientes en funcién de la grave-
dad e ir llenando «la mochila» del centro hasta agotar la capacidad,
porque un paciente j que presenta un nivel de gravedad g puede
tener asociado un tiempo de atencion t; muy superior al tiempo
conjunto de dos pacientes k y | (tj > t + t), que tienen una menor
gravedad, pero cuya gravedad conjunta es superior a la del primero
(g < gk + g). En este caso, seria mejor incluir a los dos pacientes k y
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| y no al paciente |. El objetivo vendrd definido por la funcién lineal
siguiente:

Max Z= Y g X
=

En definitiva, la formulacién final del modelo seri:

MaxZ= 3 g X,
=
s.a.
YeX <T
i=l
X, =(0,1) i=l,...,m

Este problema es facil de resolver utilizando el algoritmo ABA, ya
que Unicamente tiene una restriccion.

Supongamos ahora que algunos tratamientos son incompatibles con
otros. Por ejemplo, si se trata de un quiréfano, podriamos tener que
si operamos al paciente i también podremos operar al paciente |
porque tendremos recursos disponibles (quiréfano preparado, per-
sonal adecuado), pero si no se opera a ninglin paciente de tipo i en-
tonces no se podra operar al paciente j. Para poder introducir esta
consideracién tendrfamos que afiadir la siguiente restriccién:

%=X

Es decir, si operamos al paciente i, X; = |, lo que implica que X|
quedari libre para coger el valor 0 6 | (serd el modelo quien lo de-
cida). Por otro lado, si X; = 0, la variable X serd siempre igual 0, y
por lo tanto el paciente j no podra ser operado.

Supongamos ahora que el paciente j Unicamente podré ser opera-
do si tanto el paciente i como el k son operados. En cualquier otro
caso el paciente j no podra ser atendido. Para formular este tipo de
restricciones a veces es muy Util la utilizacion de la «tabla de la ver-
dad». En esta tabla se introduce las combinaciones de las X que
son factibles. Esta tabla se representa en el Cuadro 4.1.

La ecuacion de esta restriccién que tendra que anadirse al modelo es:

X+ %22 X
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CUADRO 4.1

Tabla de la verdad
X, X, X
0 0 0
| 0 0
0 | 0
| | I

Si Xiy Xi son ambas iguales a |, X podra ser igual a 0 6 |. En cual-
quier otro caso, X siempre sera igual a 0.

Como hemos visto en este ejemplo, el uso de variables binarias
puede ser muy til para modelizar situaciones en donde la decision
es «hacer o no hacer».

4.4. Programacion entera binaria ll:
problemas de localizacién de servicios

;Cuantas ambulancias se necesitan en un area geogrifica y dénde
deberian ubicarse para asegurar un buen servicio a las llamadas por
urgencias? ;En donde deberian localizarse los Centros de atencion
Primaria en una region para minimizar el tiempo de desplazamien-
to de los usuarios? ;En donde tenemos que localizar almacenes
para optimizar la distribucién de productos farmacéuticos en un
pais? Estas cuestiones, relacionadas con el disefio y la operacion de
los servicios de atencién y de distribucién, han sido estudiadas du-
rante los Ultimos veinticinco afios por un gran nimero de investi-
gadores. Los planificadores tienen que responder a preguntas
como éstas cuando se enfrentan al disefio o a la reconfiguracién de
los servicios de urgencias médicas, de ambulatorios, de operacio-
nes de distribucién o de redes hospitalarias.

Por ejemplo, la velocidad de reaccién de un sistema de emergencia
a una llamada es el criterio principal para juzgar el desempeno de
los servicios de emergencia. Otra medida es la habilidad del perso-
nal para lidiar efectivamente con la situacion una vez llegado a la es-
cena. La localizacién inicial de los servidores (parques de bombe-
ros, garajes de ambulancias, etc.) influencia poderosamente la efi-
ciencia de la respuesta. Esto se refleja en la gran cantidad de
modelos desarrollados para ayudar a los planificadores de servicios
de urgencias.

El problema basico trata de localizar servicios que van a permane-
cer en su ubicacién por un largo tiempo una vez decidida su locali-
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zacién. En otras palabras, su ubicacién serd, si no definitiva, cons-
tante durante un largo periodo de tiempo. La localizacién de estos
servicios puede ser determinante en la evaluacién de la eficiencia
de su «desempefio» en la oferta del servicio en cuestién.

Efectivamente, el auge de la investigacién operativa en los afios se-
senta provocé la aparicién de un campo especifico dedicado a la
localizacion de servicios en regiones y en zonas urbanas. En gene-
ral, estos modelos optimizan uno o varios objetivos en funcién de
unos recursos limitados y/o criterios de cobertura y de atencién.
Estos modelos se pueden agrupar en tres categorias en funcién del
objetivo principal. La primera categoria corresponde a modelos
cuyo objetivo principal es la maximizacion de la cobertura de la po-
blacién siguiendo un criterio «estindar» (por ejemplo, maximizar
la poblacién cubierta por el servicio de ambulancias en un tiempo
maximo de |10 minutos). El segundo grupo corresponde a modelos
de localizacion cuyo objetivo es la minimizacion de la distancia o
tiempo medio de acceso a la poblacién. El tercero consiste en la
minimizacién de los costes de transporte de mercancias o de per-
sonas y de localizacion de centros.

Entre estos modelos se han realizado diversas variaciones para in-
tentar reflejar algunos aspectos especificos del problema de locali-
zacion. Por ejemplo, hay modelos que no tan solo localizan ambu-
lancias, sino que también determinan para cada estacion cudl es la
combinacién éptima de vehiculos, materiales y recursos humanos.
Otros modelos estudian el problema de la localizacion teniendo en
cuenta el grado de congestién del servicio, intentando obtener un
conjunto de localizaciones que no tan sélo optimice la cobertura,
sino que de alguna forma considere la situacién de que un servicio
esta ocupado atendiendo una llamada y en su estacién se produzca
otra llamada (modelos de backup o servicios auxiliares). Otra linea
de trabajo estudia la situacién en donde la demanda de servicio tie-
ne elementos probabilisticos en funcién de la hora del dia.

En esta seccion formularemos tres modelos basicos de localizacion
de servicios.

4.4.1. Modelos de cobertura

Los modelos de cobertura suelen fijar una distancia estandar D en-
tre un servicio y la poblacién usuaria. Esta distancia (o tiempo de
desplazamiento) se considera como la distancia maxima entre
usuario y servicio para ofrecer una atencién correcta. Esta distan-
cia estindar se utiliza como criterio bésico para obtener la ubica-
cion optima de servicios.
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El Problema de localizacién de servicios con cobertura '7
El Problema de Localizacién de Servicios con Cobertura (PLSC),
en palabras, es el siguiente:

{Cudl es el nimero minimo de centros y dénde tenemos que
localizarlos para que toda la poblacién esté cubierta dentro
de la distancia estindar D?

El PLSC puede ser formulado de la siguiente forma. Supongamos
una red de transporte en donde existen m nodos o dreas, cada
uno con una demanda (o poblacién) determinada del servicio, y
conectados entre ellos por «arcos» (carreteras, calles, etc.),
cada uno de ellos con un tiempo de desplazamiento o una dis-
tancia asociados. La localizacién de los servicios se realiza exclu-
sivamente en los nodos. En otras palabras, Gnicamente los no-
dos de la red son candidatos a obtener una localizacién de los
servicios, y por otro lado, los nodos también representan los
centros de demanda de los servicios. Muchas veces, en algunas
aplicaciones, no todos los nodos de demanda son candidatos a
obtener un centro de servicio (a veces en un nodo se encuentra
un edificio de interés cultural, o simplemente no existe terreno
disponible para ubicar un servicio); por ello siempre en la for-
mulacién del modelo se diferencia entre la demanda (nodos que
requieren del servicio) y la oferta (nodos candidatos a recibir el
servicio). En la Figura 4.3 se representa ejemplo de red de 20
nodos, con la cual formularemos algunos modelos de localiza-
cion.

En esta Figura, los nodos estin representados por circulos y tam-
bién se indican las distancias entre los nodos que estin directa-
mente conectados. El Cuadro A5.| del anexo 5.A. contiene la ma-
triz de distancias dj entre todos los pares de nodos (i,j) de la red.
Esta matriz es fundamental en los modelos de localizacién. En ge-
neral, esta matriz se obtiene calculando, para cada par de nodos, el
«camino mas corto» entre ellos, es decir, la distancia mds corta
que los une.

Ahora es necesario conocer, para cada node de demanda, cudles
son las ubicaciones potenciales donde, si se abre un centro en
ellas, el nodo de demanda estaré cubierto dentro de la distancia es-
tandar D. Por ejemplo, si D = 10, el centro de demanda 4 tiene,
como ubicaciones potenciales de cubrirlo, los nodos 3,4y 7. En el
Cuadro 4.2. se indican, para cada nodo, las ubicaciones potenciales
de cobertura.

I7 En inglés: «Location Set Covering Problemm.
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FIGURA 4.3
Red de 20 nodos

CUADRO 4.2

Ubicaciones potenciales de cobertura por nodo. D = 10

Modo a cubrir I;g:;;c:;?:: Nodo a cubrir ";:&:‘:&r‘;’
I 1,2,8,10 1 56.8.10,11,13,14
2 1,2,3,58 12 6,9,12,15,16
3 2,345 13 11,13,14,16,17
4 34,17 14 10,11,13,14,17
5 2356811 15 12,15
6 56.7,11,12 16 12,13,16
7 46,79 17 13,14,17,19
8 1,258,10.11 18 18,19
9 79,12 19 17,18,19

10 1,8,10,11,14 20 20

Por ejemplo, si ubicamos un centro en el nodo 8, los nodos 1, 2, 5,
8, 10y |1 estaran cubiertos, ya que €l estd incluido en el conjunto de
ubicaciones potenciales de cada uno de estos nodos de demanda.

Definamos X; como una variable binaria (0 6 1) que, si es igual a [,
indicard que estamos abriendo un centro en el nodo j, y que, en
caso contrario (igual a 0), el nodo j estara vacio. Tendremos tantas
variables como ubicaciones potenciales. Podemos utilizar estas va-
riables para formular el modelo. Por ejemplo, tenemos que, para el
nodo 4, podemos escribir la siguiente restriccion:

X3+ Xq+ X7 2|
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que indica que como minimo una de las tres variables tiene que ser
igual a |, o, en otras palabras, que para que el nodo 4 esté cubierto
tenemos que abrir como minimo un centro en 3, 4, 6 7.

Si definimos N; como el conjunto de ubicaciones potenciales que cu-
brirdn el nodo i dentro de la distancia estandar D, (N;= {j / d;j < D},
para cada nodo demanda i podemos escribir la restriccion siguiente:

> X, 21 i=1,...,20

=N

Este conjunto de restricciones forzardn a que cada nodo esté cu-
bierto. Ahora falta formular el objetivo. Como queremos minimi-
zar el nimero de centros a ubicar, cuantas menos X sean iguala |,
mejor. Por lo tanto, el objetivo lo podemos formular de la siguien-
te forma:

20
MinZ=3 X,
=

Si definimos m como el nimero total de nodos de demanda y n
como el nimero de total de ubicaciones potenciales, la formula-
cion final del Problema de Localizacion con Cobertura es:

s.a.

En el archivo micp.xls esta formulado el problema para nuestro
ejemplo, y también se incluye la matriz de distancias. Se puede utili-
zar el médulo Solver de Excel para resolver el problema con dis-
tancias estindar diferentes. En el Cuadro 4.3 se presentan algunos
resultados para coberturas diferentes.

Este problema suele tener a veces bastantes soluciones éptimas al-
ternativas. El PLSC puede modificarse para considerar, por ejem-
plo, la minimizacién del presupuesto. Si cada nodo potencial de ob-
tener un servicio tiene asociado un coste fijo de apertura fj, pode-
mos reformular el objetivo del problema de la siguiente forma:
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CUADRO 4.3
Resultados con diferentes coberturas
Distancia Nimero minimo Ubicaciones
estindar D de Centros finales
I5 3 89,19
12 4 38.15.17
I 5 3,10.12,18.20
10 [ 48,12,17,18,20
9 8 48.12,15,17,18,19,20
8 9 4589,13,15,18,19,.20

20
MinZ=Y'f, X,
=

En este caso estamos minimizando el coste total de apertura de
centros. Es muy improbable que aparezcan soluciones alternativas
optimas.

En este problema, la fijacion de la distancia estindar D es determi-
nante de los resultados, por lo que hay que ir con mucho cuidado
al determinarla.

Supongamos que, en nuestro ejemplo, la distancia estindar esta fi-
jada en 10. Al resolver el PLSC encontramos que la solucién opti-
ma es igual a 6 centros, ubicados en los nodos 4, 8, 12, 17, 18 y 20.
Pero el sistema no tiene suficiente presupuesto para construir 6
centros. Unicamente tiene un presupuesto para 4 centros. Como
el nimero minimo de centros para cubrir la poblacién es igual a 6,
con 4 centros no podremos cubrirla por completo. En este caso, si
fijlamos en numero de centros, podemos intentar encontrar sus
ubicaciones de forma a maximizar la cobertura de la poblacién.
Este problema es conocido como el Problema de Localizacién con
Cobertura Maxima (PLCM).

El Problema de localizacién con cobertura maxima (PLCM)
Este problema puede ser descrito de la siguiente forma:

(Dénde tenemos que localizar p centros para maximizar la
cobertura de la poblacién dentro de la distancia estandar D?

Este problema es una extension del PLSC. Para formular el modelo
tenemos que afadir un nuevo grupo de variables binarias Yj, que
denominaremos de cobertura, que seran igual a | si el nodo i esta
cubierto por un centro dentro de la distancia estandar D; e igual a
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0 si no lo estd. Como en la solucién final algunos nodos de deman-
da quedarin descubiertos (ya que no tenemos suficientes centros
para cubrir toda la poblacién), algunas de estas variables seran 0.
Cojamos de nuevo como ejemplo el nodo 4. Para que él esté cu-
bierto se tiene que localizar como minime un centro en uno de los
nodos 3, 4 6 7. Ahora tendremos que escribir la restriccién si-
guiente:

XKs+ Xy +X72Yy4

Si como minimo una de las variables de localizacién X es igual a |,
la variable Y4 podri ser también igual a |, y por lo tanto el nodo de
demanda 4 estard cubierto. Si, en cambio, todas las variables X de
la restriccion son iguales a 0, la variable de cobertura Y4 serd for-
zosamente igual a 0 y el nodo 4 no estara cubierto. Para cada nodo
de demanda escribiremos la siguiente restriccién:

. X, 2, i=1,...,20

|1=M;

Otra restriccién es la limitacion del nimero de centros a localizar.
En nuestro ejemplo hemos fijado el nimero de centros en cuatro.
Esto quiere decir que Unicamente cuatro variables de ubicacion X;
podrin ser igual a |. La restriccién, en términos matematicos, es:

10
3,4
=

Finalmente, el objetivo consiste en la maximizacién de la cobertura
de la poblacién de la region en cuestion. En el modelo PLSC todos
los nodos quedaban cubiertos, por lo que no hacia falta preocupar-
se de la poblacién. En el nuevo modelo, como algunos nodos de
demanda quedaridn descubiertos, tenemos que considerar la po-
blacién de cada uno de ellos. El modelo intentara cubrir, en primer
lugar, aquellos nodos con mayor poblacién (o demanda). El objeti-
vo se formula matematicamente de la forma siguiente:

20
MaxZ=Y aY,
i=

En donde a; es un parametro que denota el volumen de demanda
(en nuestro ejemplo, poblacién) asociada al nodo i. Contra mas Y
sean igual a |, mads cobertura obtendremos. La formulacién final
del problema es:
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MaxZ= Y aY,

=
5.a.
X, zY i=l....m

=N,
X =p
=

X, Y,=0) j=lin i=.m

En el archivo plem.xls esta formulado el problema de maxima co-
bertura para nuestro ejemplo, con D = 10 y p = 4. Las poblaciones
de cada uno de los nodos se indica en el Cuadro 5A.| del anexo. El
resultado final se presenta en el Cuadro 4.4.

Cuadro 4.4

Resultados del PLCM en el ejemplo
Nimero de centros 4
Distancia estandar 10
Poblacién cubierta 88 %
Ubicaciones 48,12,17
Nodos no cubiertos 18,20

Vemos que con cuatro centros pasamos a cubrir el 88 % de la pobla-
cion. En otras palabras, mientras que el nimero minimo de centros
necesarios para cubrir toda la poblacion era igual a 6, con 4 centros
cubrimos el 88 % de ella y tinicamente dos nodos no estin cubiertos.

4.4.2. Modelo de localizacién P-mediano

El modelo P-mediano de localizacion (MPML) tiene como objetivo
principal la minimizacion de la distancia media entre los nodos de
demanda y los centros. El problema, en palabras, es el siguiente:

(Dénde se ubicarin p centros de forma a minimizar la distan-
cia media entre éstos y los nodos de demanda?

Para formular este problema necesitamos conocer, como en el
problema anterior, la matriz de distancias y la demanda que se ge-
nera en cada uno de los nodos. En este caso no se utiliza una dis-
tancia estandar, Las variables de modelo seran:
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¢ X; = |, si el nodo de demanda i es atendido por el centro ubica-
do en j; 0, en caso contrario.
e W, = |; si ubicamos un centro en j; 0, en caso contrario.

A continuacién definimos las restricciones. En primer lugar, un
nodo de demanda tiene que estar asignado a un (nico centro. Para
forzar esta situacién, para cada nodo de demanda i, la suma de las
Xij con respecto al indice j tiene que ser igual a |. En términos ma-
tematicos:

YX, =l i=l..m
1=

Ahora bien, el nodo i no podri ser asignado al nodo j si no existe
un centro en j. Como la variable Wi indica si existe un centro en j o
no, tendremos que:

Si no existe ningun centro en j, W, = 0, lo que implica que ningun
nodo de demanda podra ser asignado a j. En este caso, todas las va-
riables X seran igual a 0.

Finalmente, tenemos que fijar el nimero de centros a abrir. La si-
guiente restriccion tiene que ser afadida al modelo:

iwl =p
]

Finalmente, tenemos que formular el objetivo de distancia media.
Tenemos que aid;; sera la distancia total entre la poblacion (o de-
manda) en i y el centro en j. Si sumamos aidjj para todas las i ten-
dremos toda la demanda asignada a j. Luego tenemos que sumar
para todas las j, y tendremos la distancia total del sistema. El objeti-
Vo es:

Min Z= iia,dllxil

Una vez obtenido el valor de Z, tenemos que dividirlo por la de-
manda (o poblacion) total del sistema para obtener la distancia me-
dia entre la demanda y los centros.
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En resumen, la formulacién del problema P-mediano es:

MinZ=3 Y ad,X,
=

5.a

YX, =l i=l..m
=

X, sW, i=li.o,m j=l....m

YW, =p
=

Esta formulacién suele tener muchas variables y restricciones. Por
ejemplo, sim = n = 100 tendremos 10.100 variables y 10.101 res-
tricciones. Existen varias formas de reducir el nimero de variables
y restricciones, pero aln asi este modelo suele ser bastante gran-
de. Se han desarrollado varios métodos heuristicos para poder en-

contrar soluciones del MPML. Una excelente referencia se encuen-
tra en el libro de Daskin (1995).

4.4.3. El problema de localizacién de plantas
con capacidad

En muchos casos el objetivo principal es encontrar una serie de
ubicaciones que minimicen tanto los costes de transporte como el
coste de apertura de los centros. El modelo de Localizacion de
Plantas con Capacidad (MLPC) se describe de la forma siguiente:

¢Cuantos centros se necesitan y donde hay que ubicarlos
para minimizar los costes totales del servicio sin exceder su
capacidad?

Para poder formular el modelo, necesitamos los siguientes para-
metros:

¢ 3, = demanda en el nodo i.

e dj = distancia entre el nodo de demanda i y el nodo de ubicacién
potencial |.

e fi = coste de apertura de un centro en el nodo j.

e ¢ = coste de transporte por unidad de demanda y unidad de dis-
tancia.

e C; = capacidad de un centro si se ubica en j.

y las variables que a continuacién se describen:
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e Xj = demanda del nodo i atendida por el centro en |.
e W, = |, si ubicamos un centro en j; 0, en caso contrario.

Un vez definidos los parametros y las variables del modelo, se tie-
nen que formular las restricciones. En primer lugar, no podemos
exceder la capacidad de cada centro. Para que esto se cumpla, la
demanda asignada a cada uno de los centros potenciales j no puede
exceder su capacidad. En términos matematicos:

Por otro lado, la demanda de cada uno de los nodos tiene que ser
atendida. Es decir:

ixuzai i=l,...,m
=

Finalmente, un nodo de demanda i no puede ser servido por j si no
existe un centro en j. Matematicamente,

en donde M es un pariametro con un valor muy elevado (por
ejemplo, 10'°). Si W, es igual a 0, forzosamente todas las X serdn
igual a 0. En caso contrario, si Wi es igual a |, las variables Xj; po-
dran tomar cualquier valor, ya que no tendran ninguna cota supe-
rior.

Ahora falta definir el objetivo. Por un lado tenemos los costes de
apertura, o costes fijos. Por otro lado, tenemos que minimizar los
costes de distribuciéon o transporte. Estos dos tipos de costes jue-
gan un papel opuesto en relacion al nimero de centros a ubicar.
Mientras que, contra mas centros abramos, menor serd el coste de
transporte al reducirse las distancias, por otro lado los costes de
apertura aumentaran considerablemente. El modelo buscari el nu-
mero de centros que minimice los costes totales. El objetivo se de-
fine matemidticamente como:

Min Z=if1Wi +ii c,d;X,
i= ET
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El primer término del lado derecho de la ecuacién refleja los cos-
tes de apertura. El segundo término formula los costes totales de
transporte.

En resumen, el modelo se formula de la siguiente forma:

MinZ= YW, +3 YcdX,
B =

=

s.a.
Y X, <C, j=l...,n
i=l
Y X, =2, i=l....m
i=
> X, <MW, j=l,...,n
i=
X;20; W, =(0,)) i=l,...,m j=l...n

Este problema es de programacién lineal entera mixta, ya que
mientras que algunas de las variables son enteras (en este caso las
W, son binarias), otras son continuas (las X;; pueden tomar cual-
quier valor no-negativo).

Este problema es muy utilizado para ubicar plantas de produccién
y depésitos de distribucion. Existe un sinfin de problemas de locali-
zacion basados en este modelo.

4.5. Conclusiones

En este capitulo hemos examinado cémo formular algunos pro-
blemas de programacién entera mixta y binaria y cémo resolver-
los con el algoritmo de bifurcacién y acotamiento. Mientras que
algunos problemas son relativamente faciles de resolver con este
algoritmo, otros pueden ser extremadamente «caros» en térmi-
nos de tiempo de ordenador, ya que la ramificacién es exponen-
cial, y en cada rama del arbol del algoritmo tenemos que resolver
un programa lineal. La mayoria de programas lineales incorporan
un médulo de programacién entera, por lo que no hay que reali-
zar el algoritmo; el propio programa se encarga del proceso. En la
hoja de célculo Excel, para resclver programas con algunas o to-
das las variables enteras, basta declararlas como enteras o bina-
rias (si procede) dentro de la ventana de restricciones (ver archi-
vos de ejemplo plem.xls y plsc.xls).
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4.6. Problemas

4.1. Resolver el problema siguiente con el algoritmo de bifurca-
cion y acotamiento:

MaxZ= X, 42X
S.a.
2JX, +8X, <I55
X, +2X, <56
XX, 20

2

Programar el problema en la hoja de célculo Excel y resolverlo.

4.2. Resolver el problema siguiente con el algoritmo de bifurca-
cién y acotamiento. En cada iteracion del algoritmo, utilizar
la hoja de célculo Excel para resolver el sub-problema co-
rrespondiente.

Max Z= 4X, +X, +X;

S.a.
X, +4X, +X, <II5
5X, -2X, +4X, <102
22X, +3X, +3X, <20
X, X, X, 20

4.3. Resolver el problema siguiente con el algoritmo de bifurca-
cién y acotamiento. En cada iteracion del algoritmo, utilizar
la hoja de célculo Excel para resolver el sub-problema co-
rrespondiente.

MaxZ= X, =X, +X,

2

s.a.
X, HX, <20
X, +X, +X; >I0
-2X, +4X, 42X, <60
2X, +3X, +X; =50

A e
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44.

4.5.

Una red de atencién sanitaria tiene m ambulatorios y que
atienden a n pueblos de una regién rural. La gerencia no esta
satisfecha con la asignacién actual entre pueblos y ambulato-
rios, y quiere reorganizar la asignacién de forma a minimizar
los costes de desplazamiento totales del sistema, siempre
que no se exceda la capacidad de cada uno de los centros.
Sean c, el coste de transporte entre el pueblo i y el ambula-
torio j, a, la poblacién del pueblo i, y a la capacidad del ambu-
latorio j. Formular un modelo de programaciéon entera que
asigne cada pueblo a un dUnico ambulatorio sin exceder la ca-
pacidad.

Una ciudad quiere redisefiar su sistema de ambulancias y me-
jorar el servicio, sobre todo en lo que se refiere a tiempos
de atencion. Para ello ha decidido reubicar los garajes. Se tie-
ne la siguiente informacién: la ciudad estd dividida en 20
areas. En el Cuadro A5.| del anexo se presentan los tiempos
de desplazamiento entre todas las dreas y la frecuencia de
llamadas por semana en cada una de ellas (fila pob.). Por aho-
ra se dispone de 4 ambulancias ubicadas actualmente en los
nodos 5, 7, 16 y 17, y no se pueden comprar mas. El alcalde
considera que se tendria que maximizar la cobertura en un
tiempo de diez minutos, pero también que toda la ciudad
tendria que estar cubierta en quince minutos. Formular el
problema y resolverlo con ayuda del ordenador. ;En cuinto
ha mejorado la cobertura respecto a la situacién inicial?

Suponer ahora que sélo se tiene presupuesto para reubicar
dos de las cuatro ambulancias. Reformular el problema para
que el modelo escoja cudles se tienen que reubicar,
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Anexo: Datos de |la red de 20 nodos

4.7.
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5. PROGRAMACION MULTIOBJETIVO

5.1. Introduccion

Como bien cita Romero (1993), el gran economista de la escue-
la de Chicago Milton Friedman, en el primer capitulo de su libro
«Teoria de los Precios» (1962), enfatiza el cardcter multicriterio
de los problemas economicos al considerar como econémicos
solo los problemas en los que subyace la existencia de criterios
miltiples. Por el contrario, cuando el problema de decision se
establece en base a un solo criterio, nos encontramos ante lo
que Friedman llama un problema tecnolégico, en el que no exis-
ten problemas de eleccién propiamente dichos. Efectivamente,
en muchas ocasiones, el decisor se enfrenta a situaciones en
donde existen varios objetivos a maximizar o minimizar. Por
ejemplo, en una organizacién sanitaria, por un lado se puede
querer maximizar una medida del bienestar de la poblacién y
por el otro minimizar los costes de implantacién del servicio. O
una empresa farmacéutica puede querer maximizar beneficios,
aumentar cuota de mercado, aumentar la tasa de retorno y mi-
nimizar el volumen de stocks. Cuando tenemos mds de un objeti-
vo en un problema, podemos utilizar la programacién multiobje-
tivo, En este caso, como la optimizacion simultinea de todos los
objetivos es normalmente imposible —ya que en la vida real en-
tre los objetivos que pretende optimizar un centro decisor sue-
le existir un cierto grado de conflicto—, el enfoque multiobjeti-
vo, en vez de intentar determinar un no existente éptimo, pre-
tende establecer el conjunto de soluciones eficientes o Pareto
optimas.
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5.2. [Espacio de decisiones y espacio de objetivos

Supongamos el programa lineal bicriterio siguiente:

MaxZ, = 2X, -X,
MaxZ,= -X, +5X,
5.a.
X, +X, <8
X 42X, 27
& <6
X &4
X, X ;20

El conjunto de restricciones sigue formando, como en el caso mo-
nocriterio, una region factible convexa, que nos indica todas las
combinaciones de las variables de decisién X y X2 que cumplen
todas las restricciones del problema. Este conjunto convexo es co-
nocido como el espacio de decisiones. Los puntos extremos también
pertenecen al espacio de decisiones. Como explicamos en el capi-
tulo 3, el valor éptimo del objetivo siempre correspondera al valor
de las variables en uno de estos puntos extremos. En el cuadro 5.1
se presentan los valores de las variables y de los objetivos en cada
uno de los puntos extremos del ejemplo.

CUADRO 5.1

Valores de las variables y objetivos en los puntos

extremos

Punto:
extrem;s X, %, Z Z

A 0 0 0 0
B 0 3 -3 15
C | 4 -2 19
D 4 4 4 16
E 3 2 10 4
F 6 0 12 —6

En la Figura 5.1 tenemos dibujado el espacio de decisiones del
ejemplo. Los puntos A, B, C D y F corresponden a los puntos ex-
tremos del problema, y el punto G es una solucién factible. Como
para cada valor de X y de X; podemos encontrar el valor de los
objetivos, podemos también representar en un gréifico los valores
de los objetivos que corresponden a cada uno de estos valores de
Xy X2, que son factibles para el problema. En la Figura 5.2 se re-
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FIGURA 5.1 y 5.2
Espacio de decisiones y Espacio de objetivos

Xa
X, + X, <3 Region
factible en
el espacio de
X; < 4 . decisiones
. e
g+ X;<8
A F X
Cz! Punto
R o s renTesess s e e s ——— . ideal
Mea, traa, a D H
B ce ‘...‘
Region ..".. =
factible en L]
el espacio de -
objetivos .

ssasennnes Puntos no inferiores

presenta la region factible en el espacio de objetivos. Por ejemplo,
cada punto extremo en el espacio de decisiones corresponde tam-
bién a un punto extremo en el espacio de objetivos.

Si estuviéramos Unicamente maximizando el primer objetivo, éste
seria igual a 10y X = 6 y X3 = 2, que corresponde a punto extre-
mo E. En este punto extremo el valor del segundo objetivo no es
optimo, ya que es igual a 4, mientras que el valor 6ptimo se alcanza
en el punto extremo C, y es igual a 19. Por lo tanto, una solucién
éptima para uno de los objetivos nos da una solucién muy deficien-
te para el segundo. Pero, por otro lado, tenemos que encontrar
una solucién Unica de las variables de decision que a su vez deter-
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minara el valor de los dos objetivos. En este caso tenemos que en-
contrar una solucién de compromiso para los dos objetivos. Esta so-
lucién puede no dar un resultado éptimo de los objetivos, pero
tiene que ser una solucion satisfactoria para ambos. Para ello se
define el concepto de no-inferioridad o de eficiencia. Diremos que
una solucién es no-inferior (o eficiente) si no existe ninguna otra so-
lucién del problema que dé un valor mejor de los objetivos, o que
mejore un objetivo, dejando al otro igual.

Observemos las Figuras 5.1 y 5.2. El punto H seria el punto ideal,
ya que es donde ambos objetivos alcanzan su valor éptimo. Sin em-
bargo, este punto no es factible. El punto G es factible, pero es un
punto inferior porque podemos encontrar otro punto factible que
da un mayor valor de ambos objetivos (por ejemplo, el punto ex-
tremo D). Por otro lado, el punto D es no-inferior, porque no po-
demos encontrar otra solucion factible del problema sin tener que
empeorar uno de los objetivos. Recordemos que estamos maximi-
zando ambos objetivos. Ahora podemos definir el conjunto de
puntos no-inferiores. Grificamente, este conjunto corresponde al
borde de la regién factible en el espacio de decisiones entre los
puntos extremos C-D-E-F, Cualquier valor de Z; y de Z; situado
sobre esta frontera corresponde a un punto no-inferior. Cualquier
punto situado en el interior del conjunto serd una solucién infe-
rior, y por lo tanto no nos interesa considerarla.

Una vez obtenido el conjunto de puntos no-inferiores en el espa-
cio de objetivos, tenemos que escoger uno que nos dé la solucién
final del problema. Aqui es donde entran las consideraciones subje-
tivas del decisor, ya que, en muchos casos, las unidades de los obje-
tivos son diferentes, El decisor comparara los diferentes puntos
eficientes y los intercambios que se producen al pasar de un punto
no-inferior a otro punto. En otras palabras, al pasar del punto D al
punto E en nuestro ejemplo, el decisor valorari la diferencia entre
el beneficio adicional que obtiene al aumentar Z; con la reduccién
del valor de Z,. Esta es una de las grandes ventajas de la programa-
cion multiobjetivo, ya que ofrece al decisor diferentes soluciones
alternativas eficientes. El decisor escogera aquella que crea mejory
se puede apoyar en otros métodos para poder discriminar entre
las diferentes soluciones.

Hasta ahora hemos examinado el problema de maximizacién de
dos objetivos. Pero en muchas situaciones tenemos que maximizar
un objetivo y minimizar el otro, o minimizar los dos objetivos. En
este caso, la frontera de eficiencia adopta formas diferentes en fun-
cién de la caracteristica de |los objetivos. En la Figura 5.3 se mues-
tran estas formas diferentes.
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FIGURA 5.3
Fronteras de eficiencia
Max Max
Max Min
Min Min
Max Max

5.3. Métodos de resolucion

Existen dos métodos cldsicos para poder generar las soluciones
no-inferiores de un problema multiobjetivo: el método de los pe-
sos y el método de las restricciones. Ambos métodos intentan ge-
nerar todos los puntos no inferiores del espacio de objetivos, si
bien que, una vez aplicados, no garantizan la obtencién de todos
ellos.

5.3.1. EIl método de la restriccién

El método de la restriccion consiste basicamente en la transforma-
cion del problema multiobjetivo en un problema con un Gnico ob-
jetivo a maximizar o minimizar, para poder asi utilizar los métodos
de resolucién clasicos, como el Simplex. En esencia, todos los ob-
jetivos del problema, menos uno, se introducen en el conjunto de
restricciones, fijando arbitrariamente el lado derecho de cada nue-
va restriccién (una por objetivo). Marglin (1967) demostré que la
solucién de este nuevo problema también da una solucion eficien-
te. El procedimiento paso a paso es el siguiente para un problema
bi-objetivo en donde los dos objetivos son de maximizacion:
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En primer lugar, solucionamos el problema con el primer objetivo
Z, y. una vez obtenido el valor de las variables de decision, calcula-
mos el valor del segundo objetivo Z;. A continuacion soluciona-
mos el problema con el segundo objetivo Z; y una vez obtenido el
valor de las variables de decision, calculamos el valor del primer
objetivo Z,. Por ahora ya tenemos dos puntos eficientes del espa-
cio de objetivos. El siguiente paso es escoger una de las funciones
objetivo (por ejemplo, escogemos Z) y ponerla como restriccion.
Supongamos que Ly corresponde al valor de Z; cuando maximiza-
mos Z,. Si afiadimos la restriccion Z; = L y solucionamos el pro-
blema, volveriamos a obtener la misma solucién para Z;. Pero si
afiadimos la siguiente restricciéon Z; = L, + €, en donde € es un va-
lor positivo relativamente pequefio, y solucionamos el problema,
es posible que la nueva solucion de Z, sea inferior o igual, pero ob-
viamente nunca superior, ya que al afiadir una nueva restriccién es-
tamos reduciendo el espacio de decisiones factible. Por lo tanto, a
medida que vamos incrementando el valor de g y resolviendo nue-
vas instancias del problema, vamos generando nuevas soluciones
de Z,. El proceso se para cuando el lado derecho de la restriccion,
L, + €, alcanza el valor éptimo de Z;. El problema reside en encon-
trar el valor de £ adecuado para poder generar el maximo nimero
de puntos eficientes en el espacio de objetivos. En otras palabras,
se trata de encontrar el nimero adecuado de problemas lineales a
resolver. A continuacién vamos a exponer como se resuelve el
ejemplo multiobjetivo de este capitulo. El modelo original es el si-
guiente:

MaxZ, = 2X, -X
MaxZ,= —X, +5X

S.a.
X, +X, <8
=X, +2X, <7
X, <6
X, <4
X, X,20

Si resolvemos el problema unicamente con el primer objetivo, Z,
tendremos que la solucién de las variables de decision correspon-
diente es X; =6, X, =0, Z) = 12 y Z; = —6, que corresponde al
punto extremo E. Por el contrario, si resolvemos el problema tni-
camente con el segundo objetivo, Z;, tendremos que la solucién
de las variables de decisién correspondiente serda X; = |, X; = 4,
Z, =-2y Z3 = |19, correspondiente al punto extremo D. Ya tene-
mos dos puntos extremos eficientes. Ahora se trata de generar
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otros puntos extremos eficientes del problema. Siguiendo lo ex-
puesto anteriormente, introducimos la ecuacién del segundo obje-
tivo como restriccion adicional del modelo, con el lado derecho
igual a —6 + g, de la siguiente forma:

X1+ X;3z2-6+¢
que, multiplicando ambos lados por —I, es equivalente a:
Xi=X3<6-¢

Supongamos ahora que vamos aumentando arbitrariamente el va-
lor de € en cinco unidades (e = 5,10,15,20) hasta llegar a € = 25, ya
que en este punto el lado derecho sera igual al valor dptimo de Z;
(19). Para cada valor de € resolvemos el problema utilizando el mé-
todo Simplex. En el Cuadro 5.2 se exponen los resultados:

CUADRO 5.2
Resultados del método de la restriccion, ejemplo 6.1
Puntos
5 b-¢ X, X, z, z, de la
frontera
0 6 6 0 12 -4 F
5 | 6 | I | 2
10 —4 6 2 10 4 E
15 -9 57 28 7.5 9 u
20 -4 43 3,7 5 14 v
25 -19 I 4 =2 19 C

Como podemos ver en esta tabla, a medida que incrementamos el
valor de ¢, el valor del primer objetivo se va reduciendo debido a
la nueva restriccién, que cada vez mas acota el espacio factible
de decisiones. Por otro lado, como es de esperar, el segundo obje-
tivo aumenta al incrementar €, hasta alcanzar su valor éptimo
cuando incluimos la restriccion X; — X3 £-25, que es equivalente a
X + X3 = 25.

La pregunta que a continuacién nos hacemos es: ;hemos escogido
unos valores aceptables de €7 O, en otras palabras, ;hemos genera-
do todos los puntos extremos eficientes en el espacio de objeti-
vos? La respuesta, en este caso, es negativa. Esto lo podemos ob-
servar en la Figura 5.4. Como podemos ver, hemos generado to-
dos los puntos extremos que conociamos anteriormente, excepto
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FIGURA 5.4
Puntos eficientes del ejemplo 6.1
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samswnswns  Puntos no-inferiores

el punto D. Esto es debido a que el incremento de € aplicado al
lado derecho de la restriccién cuando estabamos en el punto V ha
sido superior al valor del segundo objetivo en el punto D. Efectiva-
mente, en el punto V, Z; = |4 y al aumentar € en cinco unidades,
estabamos acotando por debajo en |9 la restriccién correspon-
diente al segundo objetivo. En este caso, nunca podriamos encon-
trar el valor de Z; correspondiente al punto D.

Como hemos visto, el método de la restricciéon no garantiza la ob-
tencién de todos los puntos extremos en el espacio de objetivos.
Es importante escoger valores de € adecuados para poder generar
el maximo de puntos eficientes posibles.

Si el objetivo que escogemos para incluirlo en el conjunto de res-
tricciones es de minimizacién, tendremos que cambiar la direccién
de la desigualdad. En este caso tendremos que acotar la ecuacion
de la siguiente forma: Z; <L - &

5.3.2. El método de los pesos

El método de los pesos es otro procedimiento similar al de la res-
triccién para generar los puntos eficientes del espacio de objetivos.
También se trata de transformar el programa multiobjetivo en un
programa con un Unico objetivo para poder utilizar el método Sim-
plex y generar asi soluciones eficientes. En este caso, basicamente
se forma un Gnico objetivo sumando los dos objetivos del modelo
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ponderados por unos pesos relativos. Para obtener diferentes
puntos eficientes estos pesos relativos se van modificando. En cada
modificacién se resuelve el problema con el nuevo objetivo resul-
tante. Volvamos al ejemplo de la seccién anterior. Los objetivos
son los siguientes:

Max Z| = ZX| - X;
Max Z; = —X;| + 5X3

Ahora tenemos que formar un tnico objetivo. Si definimos w| y wa
como los pesos asociados al primer y segundo objetivo, respecti-
vamente, podemos escribir el nuevo objetivo de la siguiente forma:

Max Z = wiZ, + waZa

Si fijamos wi=1 y w;=0 estaremos resolviendo Gnicamente el pro-
blema con el primer objetivo. Si, al contrario, fijamos w|=0 y wz=|
encontraremos la solucion del problema de maximizacién con el
segundo objetivo exclusivamente. Si fijamos valores intermedios,
iremos obteniendo soluciones intermedias eficientes. Esto es debi-
do a que, al cambiar los pesos relativos, estamos modificando la
pendiente del nuevo objetivo, y podemos ir encontrando puntos
extremos diferentes en el espacio de decisiones. Una vez obtenida
la solucion de las variables de decision, podemos calcular el valor
de cada uno de los objetivos. Como la nueva funcién objetivo tam-
bién encuentra su maximo en un punto extremo (propiedad basica
que hemos visto en el capitulo de métodos de solucién), los pun-
tos obtenidos en el espacio de objetivos también seran eficientes.
A continuacién resolveremos nuestro ejemplo con el método de
los pesos,

En primer lugar formamos la nueva funcién objetivo:
Max Z = w(2X) — X2)+ wa(—X; + 5X3)
que es equivalente a:
Max Z = (2w; —w2) X) + (=wi + Swy) Xz

sujeto al conjunto de restricciones original.

Ahora se trata de ir fijando valores a los pesos arbitrariamente
para ir encontrando soluciones diferentes del problema. En el Cua-
dro 5.5 se presentan los resultados obtenidos. Como podemos

115
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CUADRO 5.5
Resultados del método de la restriccion, ejemplo 5.1
Puntos
W, w, X, X, Z z, de la
frontera
| 0 6 0 12 -6 F
0,80 0.2 6 2 10 4 E
0,60 0.4 4 4 4 16 D
0.4 0.6 4 4 4 16 D
0.2 08 I 4 -2 19 c
0 I I 4 -2 19 C

ver, a medida que aumentamos el valor de w; y reducimos el valor
de w) vamos dando mas importancia al segundo objetivo en detri-
mento del primero. Los valores obtenidos para los objetivos son
eficientes, como podemos observar en la Figura 5.5, si bien que no
hemos conseguido generar todos los puntos eficientes del espacio
de objetivos. Como en el método anterior, el procedimiento de
los pesos no garantiza la obtencién de todos los puntos eficientes.

FIGURA 5.5
Solucion obtenida con el método de los pesos

Solucién
eficiente no
encontrada

Un problema adicional de este método es el fijar unos valores relati-
vos de los pesos, debido a que las unidades de los objetivos suelen
ser diferentes. Por ejemplo, si por un lado estamos maximizando la
cobertura de la poblacion y por el otro maximizamos los beneficios,
los pesos relativos que apliquemos tienen que reflejar la relacién de
estas unidades. Si la cobertura de la poblacién en cuestién estd en
torno a 10.000 de personas y los beneficios en torno a 10.000.000
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de pesetas, tenemos que la relacién es de | a 1.000. En este caso, el
valor del peso asociado al primer objetivo tiene que reflejar esta re-
lacién, ya que si no el segundo objetivo siempre tendra una impor-
tancia muy superior y «pesara» siempre mucho mas que el primer
objetivo cuando utilizamos este método. En este caso fijariamos va-
lores de w| cercanos a 1.000 y de w; cercanos a |.

Si tenemos que Z; es de maximizacién y Z; es de minimizacién, el
nuevo objetivo seria el siguiente:

Max Z=wZ| — waZa

Por el contrario, si ambos objetivos son de minimizacion, tendre-
mos que minimizar el siguiente objetivo:

Min Z=wZ| + waZa

5.3.3. Extensiones de la programacién multiobjetivo

Hasta ahora nos hemos ocupado del caso de problemas con dos
objetivos; pero en muchas situaciones podemos tener mas de dos
objetivos. Los métados de la restriccion y de los pesos siguen sien-
do vilidos, aunque dejan de ser bastante eficientes, ya que el ni-
mero de combinaciones que tenemos que realizar aumenta expo-
nencialmente. Por ejemplo, si utilizamos el método de los pesos en
una formulacién con cuatro objetivos, tendremos que definir cua-
tro pesos y asignarles muchas combinaciones de valores diferen-
tes. Lo mismo sucede con el método de la restriccion. Existen
otras técnicas, como la programacion por metas, que permite defi-
nir prioridades entre los diferentes objetivos y asi eliminar muchas
combinaciones diferentes de problemas a solucionar.

En la programacion multiobjetivo es muy importante que exista
una gran interaccion entre el decisor y el problema. El decisor tie-
ne que escoger una unica solucién eficiente entre muchas y es por
esto que la curva de intercambio (o de eficiencia) es muy util, por-
que permite realizar un andlisis marginal, preguntindose cuestio-
nes del tipo: si voy del punto D al punto E, ;me compensa el au-
mento del primer objetivo la pérdida que pasa en el segundo? Esta
interaccion puede ser muy dtil también en situaciones con multi-
ples objetivos. El decisor puede fijar a priori algunos de los pesos, o
dar algun limite inferior o superior para acotar asi el campo de so-
luciones diferentes en el espacio de objetivos.

Otro problema de la programacion multiobjetivo es la representa-
cién del espacio de decisiones. Como hemos visto en este capitu-

17
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lo, en problemas bi-objetivos esta representacion es relativamente
sencilla, ya que se puede realizar en un simple grifico cartesiano. Si
pasamos a tener tres objetivos, al querer realizar una representa-
cion cartesiana, tendriamos que definir un grafico de tres dimen-
siones, que complica bastante el asunto. Con mas de tres objeti-
vos, este tipo de representaciones ya no es factible. Sin embargo,
existe otro tipo de representaciones que pueden ser Utiles para
mostrar el espacio de objetivos. En la Figura 5.6 se muestran dos
de estos tipos de representaciones para tres soluciones diferentes
de un problema con cinco objetivos.

FIGURA 5.6
Representaciones graficas de soluciones

P~
S - 7]
i T 0y
L~ P \
7z, Teladearafia Barras verticales
5.4. Problemas
5.1. Considerar el programa lineal bi-objetivo siguiente:

MaxZ= -2X, +X,
MaxZ= 3X, -2X

5.2,
X, +4X, <8
X, +X, <5
X, X, >0

Utilizar el método gréifico para encontrar el espacio de deci-
siones y el espacio de objetivos. Sefalar cudles son las solu-
ciones eficientes.



Programacion multiobjetivo

5.2. Supongamos el programa lineal bi-criterio siguiente:

#2X, X,
MaxZ, = -X, +4X, +X,

X, +4X, +X, <I2
5X, -2X, +4X, <II
+3X, <20
X,,X,,X, 20

Solucionar el problema bi-objetivo con el método de los pe-
sos y encontrar todas las soluciones eficientes.

5.3. Utilizar el método de los pesos para solucionar el problema
siguiente:

MaxZ, = -X, +X, +2X,
MinZ,= X, +5X, +-X,

S.a.
2X, +8X, X, <20
X, X,  +X, €30
2X, +3X,  +X, <50
X% 5% 20

5.4. Considerar el programa lineal bi-objetivo siguiente:

MaxZ, = -3X, +2X,
MaxZ,= X, -2X,
s.a.
X, +4X, <8

X, +2X, <9

X, +X, <8

X, +X, <5
X, X, 20

s

Solucionar el problema con el método de las restricciones.

119
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5.5. Utilizar el método de los pesos para solucionar el problema
siguiente:
MinZ= 2X, +3X, -2X,
MinZ= 4X, -5X, +7X,
s.a.
2X, +8X, X, 220

-X, X, X, 230
2X, +3X, +X, 250
7X, -3X, +2X, >54
X, +9X, X, 237



6. GESTION DE COLAS

En la mayoria de las organizaciones existen ejemplos de procesos
que generan colas de espera. Estas colas suelen aparecer cuando
un usuario, un empleado, una maquina o una unidad tienen que
esperar a ser servidas debido a que la unidad de servicio, operan-
do a plena capacidad, no puede atender temporalmente a este
servicio. Un tipico ejemplo de colas de espera que ilustra el pro-
blema es un viaje en avién. Primero, para comprar el billete pode-
mos tener que hacer cola en la ventanilla correspondiente. Una
vez obtenido el billete, tendremos que hacer cola para facturar el
equipaje y obtener las tarjetas de embarque. Después hacemos
cola para pasar por el detector de metales y finalmente espera-
mos en cola en la sala de embarque. Una vez dentro del avién,
tendremos que esperar a que los pasajeros coloquen sus bolsas
de mano para poder llegar a nuestro asiento. Cuando el avion se
dirige hacia la pista de despegue puede encontrarse con una cola
de aviones esperando su turno para despegar. Cuando llega a su
destino, puede dar unas cuantas vueltas antes de tener permiso
para aterrizar. Y finalmente, cuando se asigna una puerta de de-
sembarque para el avion, tendremos que esperar a que lleguen las
maletas. En este viaje es posible que hayamos sido miembros de
por lo menos diez colas. Y eso sin considerar la experiencia en
colas de la propia compaiiia aérea para este mismo viaje. El avion
en el cual viajidbamos tiene que esperar en cola para repostar, ser
inspeccionado, asignarle una puerta determinada, una tripulacién,
una carga de comidas, una ruta especifica, etc. De ahi que las
compaiiias aéreas se preocupan de gestionar sus operaciones lo
mas eficientemente posible, y tratar de reducir al minimo el tiem-
po de espera en realizar dichas operaciones.

Los sistemas sanitarios también se enfrentan a este tipo de proble-
mas. Las listas de espera son muy comunes en muchos procesos
quirtirgicos dentro de una red publica, y a nivel ambulatorial es
muy comtin la existencia de personas esperando a ser atendidas en
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un Centro de Asistencia Primaria. Los sistemas de urgencias mu-
chas veces se ven congestionados, siendo el tiempo de espera cru-
cial. Los modelos de gestién de colas intentan simular el sistema en
donde puede existir congestion (y por lo tanto, colas) y generan
una serie de pardmetros —que veremos en este capitulo— que per-
miten evaluar el sistema actual y evaluar la realizacion de modifica-
ciones en el servicio en cuestion.

6.1. Descripcion de un sistema de colas
Un sistema de colas tiene dos componentes bésicos: la cola y el

mecanismo de servicio. En la figura 6.] se presenta un esquema de
una cola simple.

FIGURA 6.1
Esquema de Cola Simple

o[ ool O
Llegadas '\ Sistema de
colas
Cola de Servidor
espera {mecanismo
de servicio)

Pueden existir varias configuraciones de colas mas complejas. En la
figura 6.2 se exponen otros tipos de configuraciones de sistemas
de colas.

El proceso bésico en la mayoria de los sistemas de colas es el si-
guiente. Los clientes que vienen a procurar un determinado servi-
cio se generan a través del tiempo en una fuente de entrada. Estos
clientes entran dentro del sistema y se unen a una cola. En un de-
terminado momento se selecciona uno de los clientes para poder
proporcionarle el servicio en cuestion, mediante lo que se denomi-
na la disciplina de servicio. Esta disciplina es la que rige el mecanismo
de atencion. Una vez seleccionado el cliente, éste es atendido por
el mecanismo de servicio. Una vez terminado el servicio, el cliente
sale del sistema.

En general, un sistema de colas tiene una poblacién potencial infinita.
Es decir, que el tamafio de |a cola es muy pequefio respecto al po-
tencial de usuarios del sistema. Por ejemplo, un ambulatorio de ur-
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FIGURA 6.2
Configuraciones de colas

] o 1O

Sistema de colas en paralelo

L FO

Sistema de colas en serie

Sistema complejo de colas

gencias en general cubre una regién con poblacion grande compa-
rado con las posibles urgencias que se puedan generar. Ahora bien,
existen casos en donde la poblacion es finita respecto del tamario
de la cola. Esto puede suceder en la farmacia de un hospital, en
donde la poblacién potencial la forman las enfermeras y ATS. En un
momento dado puede formarse una cola considerable. Como los
calculos son mucho mas sencillos para el caso infinito, esta suposi-
cion se emplea casi siempre.

Otro factor a tener en cuenta es el patrén estadistico mediante el
cual se generan los clientes a través del tiempo. La suposicién nor-
mal es que el proceso se genere siguiendo un proceso de Poisson,
que veremos mas adelante en este capitulo. Si el proceso de llega-
da es Poisson, el tiempo entre cada una de las llegadas sigue una
distribucion exponencial.

Otro factor importante a tener en cuenta en un sistema de colas
es la «fugar de algin cliente. Al modelizar la cola hay que conside-
rar si una persona que lleva dentro de la cola un rato, desiste de
ser atendida, cansada de esperar, abandonando la cola.
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Como hemos mencionado anteriormente, la disciplina de la cola
rige el sistema de entrada en el mecanismo de servicio. La mayoria
de los sistemas utiliza el método «First In First Out», conocido
como FIFO. Otros sistemas pueden ser de tipo aleatorio, o de
acuerdo con un sistema de prioridad previamente establecido.

El mecanismo de servicio consiste en una o mas instalaciones de
servicio, con cada una de ellas con uno o més canales de servicios,
llamados servidores. Los clientes son atendidos en estos servidores.
El tiempo que transcurre desde el inicio del servicio para un cliente
hasta su terminacién se llama el tiempo de servicio (o duracién del
servicio). Un modelo de sistema de colas tiene que especificar la
distribucion de probabilidad de los tiempos de servicio de cada
servidor (y tal vez para distintos tipos de clientes), aunque normal-
mente se supone la misma distribucion para todos los servidores.
Una vez mas, la distribucion exponencial es la mis empleada en los
tiempos de servicio.

6.2. Objetivos de la gestion de colas

En los modelos de colas existen dos objetivos: por un lado la mini-
mizacién del tiempo de espera y por el otro la minimizacién de los
costes totales de funcionamiento del sistema. Estos objetivos sue-
len ser conflictivos, ya que para reducir el tiempo de espera se ne-
cesitan poner mas recursos en el sistema, con el consiguiente au-
mento de los costes de produccién. En muchos casos el tiempo de
espera es dificil de determinar, sobre todo cuando se trata de un
sistema en donde seres humanos estin implicados. En la figura 6.3
podemos ver la disyuntiva entre el coste de espera y el coste de
produccion.

FIGURA 6.3
Costes de un sistema de colas
Costes de espera Costes de produccion Costes totales
\
1)
H

Nivel de servicio Nivel de servicio Nivel de servicio
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Si pudiéramos sumar ambos costes, el coste total alcanzaria su mi-
nimo en el punto H. En este punto el nivel de servicio es éptimo.
Sin embargo, en muchos casos la obtencién «objetiva» de este re-
sultado puede ser muy complicada, ya que, como se ha indicado
anteriormente, la cuantificacion del tiempo de espera en valores
monetarios puede ser harto complicada y subjetiva.

Por lo tanto, en general se intenta llegar a una solucién que sea
«logican en funcion de los valores que adopten los diferentes para-
metros del modelo. En la seccién siguiente se examinan estos para-
metros.

6.3. Medidas del sistema

Existen dos tipos de medidas para poder valorar un sistema en
donde pueden aparecer colas: medidas «duras» y medidas «blan-
das». Estas Gltimas estdn relacionadas con la calidad del servicio.
Por ejemplo, no es lo mismo esperar quince minutos de pie hacien-
do cola en un ambulatorio sin refrigeracién y poco ventilado que
esperar el mismo tiempao en una sala de espera con butacas con-
fortables, revistas, aire acondicionado y musica clisica de fondo. El
paciente valorara mucho mds un minuto de espera en el primer
caso, ya que representa un coste mucho mas elevado en términos
de confort. En otras palabras, seguramente un minuto de cola en el
ambulatorio equivale a muchos minutos de espera en la sala de es-
pera confortable. La gestién cuantitativa de las colas no se ocupa
de estos aspectos cualitativos (que no por ello dejan de ser impor-
tantes), sino que da valores a una serie de medidas «frias» o «du-
rasy. Las medidas duras mas utilizadas en los modelos de gestion
de colas y su notacion estandar son las siguientes:

Numero medio de personas en la cola, A

Numero medio de personas en el sistema, |1

Tiempo medio de espera en la cola, Wy

Tiempo medio de estancia en el sistema, W;

Numero medio de personas en la cola, Lg

Nuamero medio de personas en el sistema, W
Porcentaje de ocupacién de los servidores, Py
Probabilidad de que hayan x personas en el sistema, Py

En los siguientes apartados iremos examinando estos conceptos.
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6.4. Un sistema de colas elemental: tasa de llegada
y de servicio constantes

Supongamos que tenemos un sistema en donde tanto la tasa de lle-
gada (en personas por unidad de tiempo) como el tiempo de servi-
cio son constantes. En este caso, podemos tener las tres situacio-
nes siguientes:

6.4.1. No hay cola, tiempo ocioso del servidor

Supongamos que tenemos un sistema en donde cada seis minutos,
exactamente, llega una persona a un ambulatorio. O, en otras palabras,
la tasa de llegada es exactamente de 10 personas por hora. Suponga-
mos que la tasa de servicio del médico (del servidor en términos técni-
cos) es de |2 personas por hora siempre, ni una mas ni una menos. En
esta situacion nunca se formara una cola porque el servidor puede ma-
nejar perfectamente las llegadas. Incluso ya sabemos que el servidor es-
tard ocioso un 16,6 % de su tiempo, ya que las llegadas necesitan tnica-
mente de 10/12, o 83,33 % de la capacidad de servicio.

6.4.2. No hay cola ni tiempo ocioso del servidor

Siguiendo el ejemplo anterior, supongamos que la tasa de servicio
pasa a ser igual a |0 personas por hora, es decir, exactamente igual
queé la tasa de llegada. En esta situacién es imposible que se forme
una cola, pero por otro lado el servidor estara ocupado 100 % de
su tiempo y trabajard a plena capacidad.

6.4.3. Formacién de cola y sin tiempo ocioso en el servidor

Ahora supongamos que la tasa de servicio pasa a ser igual a ocho per-
sonas por hora, mientras que siguen llegando pacientes cada seis minu-
tos exactamente. En esta situacion se formard una cola que ira crecien-
do, ya que el servidor no puede absorber toda la demanda de servicio y
los pacientes se iran acumulando. La cola de llegadas no servidas inme-
diatamente ira creciendo a una tasa de 2 personas por hora, es decir, el
exceso de llegadas partido por las personas servidas. Por ejemplo, al
cabo de ocho horas, tendriamos |6 personas en la cola.

El hecho de que hayamos asumido unas tasas de llegada y de servi-
cio constantes hasta ahora facilita los cdlculos para obtener infor-
macion sobre el sistema. Pero la situacién se complica si nos trasla-
damos a la situacién mas realista, en donde las tasas de llegada y de
servicio no son constantes, sino que siguen una determinada distri-
bucién probabilistica. Por ejemplo, si las llegadas y los tiempos de
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servicio estuviesen distribuidos aleatoriamente a lo largo de la jor-
nada, aunque la capacidad de los servidores sea suficiente para ab-
sorber la demanda, puede pasar que un grupo de pacientes llegue
en bloque y formen durante un tiempo una cola. Y, por otro lado,
si durante un tiempo no llegan mds pacientes, la cola puede ser re-
ducida por el mecanismo de servicio. En las siguientes secciones
examinaremos algunos de estos casos.

6.5. Las distribuciones de Poisson y exponencial
6.5.1. La distribucién de Poisson

Esta distribucion es muy frecuente en los problemas relacionados con
la investigacién operativa, sobre todo en el drea de la gestién de colas.
Suele describir, por ejemplo, la llegada de pacientes a un ambulatorio,
las llamadas a una centralita telefénica, la llegada de coches a un tanel
de lavado, el nimero de accidentes en un cruce, etc. Todos estos
ejemplos tienen un punto en comtn: todos ellos pueden ser descritos
por una variable aleatoria discreta que tiene valores no-negativos en-
teros (0,1,2,3,4...). El nimero de pacientes que llegan al ambulatorio
en un intervalo de quince minutos puede ser igual a 0, I, 2, 3...

Sigamos con el ejemplo del ambulatorio. La llegada de pacientes se
puede caracterizar de la forma siguiente:

|. El nimero medio de llegadas de los pacientes para cada inter-
valo de quince minutos puede ser obtenido a través de datos
histéricos.

2. Si dividimos el intervalo de quince minutos en intervalos mucho
mas pequefios (por ejemplo, un segundo), podemos afirmar que:

2.1. La probabilidad de que exactamente un tnico paciente lle-
gue al ambulatorio por segundo tiene un valor muy reduci-
do y es constante para cada intervalo de un segundo.

2.2. La probabilidad de que dos o mas pacientes lleguen den-
tro del intervalo de un segundo es tan pequefia que po-
demos decir que es igual a 0.

2.3. El nimero de pacientes que llegan durante el intervalo
de un segundo es independiente de dénde se sitlia este
intervalo dentro del periodo de quince minutos.

2.4. El nimero de pacientes que llegan en un intervalo de un
segundo no depende de las llegadas que han sucedido en
otro intervalo de un segundo.
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Si al analizar un proceso de llegada éste cumple estas condiciones,
podemos afirmar que su distribucién es de Poisson.

La féormula para obtener la probabilidad de que un evento ocurra
(que lleguen tres pacientes, por ejemplo) es la siguiente:

lxe-?.

P(x)=

En donde x representa el nimero de llegadas, A la tasa media de
llegadas y P(x) la probabilidad de que el nimero de llegadas sea
igual a x.

6.5.2. La distribucién exponencial

Mientras que la distribucién de Poisson describe las llegadas por uni-
dad de tiempo, la distribucién exponencial estudia el tiempo entre
cada una de estas llegadas. Si las llegadas son de Poisson, el tiempo
entre ellas es exponencial. Mientras que la distribucién de Poisson
es discreta, la distribucion exponencial es continua, porque el tiem-
po entre llegadas no tiene por qué ser un ndmero entero.

Esta distribucién se utiliza mucho para describir el tiempo entre
eventos, mas especificamente, la variable aleatoria que representa
el tiempo necesario para servir a la llegada. Ejemplos tipicos de
esta situacién son el tiempo que un médico dedica a una explora-
cion, el tiempo de servir una medicina en una farmacia, o el tiempo
de atender a una urgencia.

El uso de la distribucién exponencial supone que los tiempos de servi-
cio son aleatorios, es decir, que un tiempo de servicio determinado
no depende de otro servicio realizado anteriormente, ni de la posible
cola que pueda estar formdndose. Otra caracteristica de este tipo de
distribuciones es que no tienen «edady, o en otras palabras, «<memo-
riay. Por ejemplo, supongamos que el tiempo de atencién de un pa-
ciente en una sala quirdrgica sigue una distribucién exponencial. Si el
paciente ya lleva cinco horas siendo operado, la probabilidad de que
esté una hora mas es la misma que si hubiera estado dos horas, o diez
horas o las que sea. Esto es debido a que la distribucién exponencial
supone que los tiempos de servicio tienen una gran variabilidad. A lo
mejor el préximo paciente operado tarda una hora porque su cirugia
era mucho mas simple que la del anterior.

La funcién de densidad de la distribucién exponencial es la siguiente:

p(t) = e
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En donde t representa el tiempo de servicio y |1 la tasa media de
servicio (pacientes servidos por unidad de tiempo). La densidad
exponencial se presenta en la figura 6.4. En general nos interesard
encontrar P(T < t), la probabilidad de que el tiempo de servicio T
sea inferior o igual a un valor especifico t. Este valor es igual al drea
por debajo de la funcién de densidad.

FIGURA 6.4
Distribucion exponencial

P(T<t)
¥

Si, por ejemplo, queremos saber cudl es la probabilidad de que el
tiempo de servicio sea de dos o menos horas cuando el tiempo
medio es de tres horas (una tasa de servicio de 1/3), podemos apli-
car la férmula siguiente:

PT<t)= | —et

En este caso, P(T < 2) = 0,486, casi un 50 % de probabilidad.

6.6. Modelo de colas simple: llegadas en Poisson
y tiempos de servicio exponencialmente
distribuidos

El modelo que presentaremos a continuacion tiene que cumplir las
condiciones siguientes:

I. El nimero de llegadas por unidad de tiempo sigue una distribu-
cién de Poisson.

2. Los tiempos de servicio siguen una distribucién exponencial.

3. La disciplina de la cola es de tipo FIFO.

4. La poblacién potencial es infinita.
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Existe un unico canal de servicio.
La tasa media de llegadas es menor que la tasa media del servicio.
El tamafio potencial de la cola es infinito.

Mo

Si estas condiciones se cumplen y si conocemos la tasa media de
llegada A, y la tasa media de servicio |, las ecuaciones para obtener
valores de las medidas descritas anteriormente son:

e Numero medio en la cola:

?\.1
T up-2
e Nimero medio en el sistema:
et
-A

Tiempo medio de espera en la cola:

Wq = A
Hp—A
e Tiempo medio en el sistema:
I
W, =——
TR
e Factor de utilizacion:
P, =—
i

Un ejemplo

Consideremos el caso de un gran laboratorio farmacéutico que
tiene en su almacén un Gnico estacionamiento de carga que sirve a
todas las farmacias de una regién, y existe un Unico trabajador para
buscar los medicamentos del pedido de cada furgoneta y cargarlos
en ella. Se observa que de vez en cuando las furgonetas de trans-
porte se acumulan en el estacionamiento formando cola, y de vez
en cuando el trabajador esté ocioso. Después de un estudio del sis-
tema observamos que éste cumple las condiciones expuestas ante-
riormente. Después de examinar las llegadas de las camionetas du-
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rante varias semanas, se determina que la tasa media de llegada es
de cuatro camionetas por hora, y que |a tasa de servicio es de 6 ca-
mionetas por hora. Los gestores del almacén estin considerando
el afiadir un trabajador adicional, o incluso dos de ellos, para au-
mentar la tasa de servicio. El problema consiste en evaluar estas
opciones diferentes.

Si se affade un trabajador, el sistema seguira siendo de cola simple,
porque una Unica camioneta puede cargarse a la vez. Si usamos dos
trabajadores, la tasa de servicio serd igual a 12. Si utilizamos tres
trabajadores, la tasa de servicio serd igual a |8.

En el cuadro 6.1 se han utilizado las ecuaciones expuestas anterior-
mente para obtener las medidas de eficiencia del sistema. Hemos
supuesto que la capacidad de trabajo es proporcional al nimero de
trabajadores.

CUADRO 6.1
Resultados del modelo simple de colas
Trabajadores
1 2 3
Numero medio de camionetas en la cola L 1,333 | 0,167 | 0,063

-1

2,000 | 0500 | 0,286
0333 | 0,042 | 0016
0500 | 0,125 | 0,071
0667 | 0333 [ 0,222

Numero medio de camionetas en el sistema
Tiempo medio de la camioneta en cola
Tiempo medio de la camioneta en el sistema
Ocupacién del servicio

w o

£ 2

Supongamos que los costes de operacién de cada camioneta por
hora son de 2.000 ptas y los trabajadores cobran |.800 ptas por
hora de trabajo y que éstos trabajan 8 horas al dia. En el cuadro 6.2
se presentan los costes asociados. Al interpretar los tiempos, hay
que ir con cuidado, ya que éstos estan en fracciones de hora.

CUADRO 6.2
Costes de operacion del sistema
Coste de
i Coste de mano Coste total
Trabajadores ta';r;iogﬁu de obra por dia por dia
| 320.000 144.000 464.000
2 80.000 288.000 368.000
& 46.000 432.000 478.000
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Los gestores tendrian que afadir un nuevo trabajador al sistema,
ya que esto representara una reduccién de los costes totales ope-
racionales, aunque el factor de utilizacion pasard a ser de 33 %. Es
decir, que los dos trabajadores tendran 5 horas y 20 minutos para
dedicarse a otras tareas dentro del laboratorio farmacéutico.

Extension del modelo simple a colas con capacidad limitada

Existen casos en los que el sistema (cola mds servicio) tiene una
cierta capacidad. Si un cliente llega cuando hay M o mads personas
en el sistema, el cliente se va inmediatamente y no vuelve. Este tipo
de modelo es caracteristico de los problemas de colas que se pue-
den encontrar en algunos servicios. Par ejemplo, un restaurante
con un estacionamiento limitado. En este caso, las ecuaciones del
modelo son:

Probabilidad de 0 personas en el sistema:

_ 1= (M)
0 I_ )L!-l M+l

Factor de utilizacion:

Pw=1-Po

Proporcién de clientes perdidos porque el sistema esta lleno:
PM = ?U'IJ M Pa
¢ Numero medio en el sistema:

P, —MMA/P,
7 = Al

e Numero medio en la cola:

Tiempo medio de espera en el sistema:

— LS
P M-P,
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e Tiempo medio en la cola:

|
quws -'H

6.7. Modelo muiltiple de colas: llegadas en Poisson
y tiempos de servicio exponencialmente
distribuidos

En muchos casos podemos tener situaciones en donde existe mas
de un servidor en el sistema. A medida que van llegando los clien-
tes, los servidores se van ocupando y cada vez que uno de ellos
acaba su servicio, el primero de la cola lo vuelve a ocupar. El siste-
ma estd representado en la figura 6.5.

FIGURA 6.6
Sistema multiple de colas

En este tipo de modelos la tasa de llegada siempre tiene que ser in-
ferior a la tasa agregada de servicio, que no es mas que la tasa de
servicio individual multiplicada por el nimero de canales. En este
modelo se supone, ademas de las condiciones expuestas anterior-
mente, que la tasa individual de cada canal es la misma. Las expre-
siones matematicas para la obtencion de las medidas de eficiencia
del sistema dependen de Pg, que es la probabilidad de que no haya
nadie en el sistema (cola més servicio). En el disquete (archivo co-
las.xls) se pueden calcular los valores de Po. Los valores de las me-
didas de eficiencia son funcion de Po y se obtienen a partir de las si-
guientes formulas:

e Factor de utilizacién:
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e Numero medio en el sistema:

= _ MM k P, + L

k=Ilku -2 °

5

e Numero medio en la cola:

Tiempo medio de espera en el sistema:

w, =L
A
¢ Tiempo medio en la cola:
L
w, = T"

Tenemos que tener presente que en estas ecuaciones |l repre-
senta |a tasa de servicio por canal. En el disquete adjunto (archivo
colas.xls) se pueden calcular estos valores tanto para sistemas
multiples de colas con capacidad infinita como con capacidad limi-
tada.

Un ejemplo

El ambulatorio de una regién tiene dos médicos de cabecera que
atienden a los pacientes que van llegando. En general, los pacientes
tienen que esperar a ser atendidos y la gerencia estd estudiando la
posibilidad de contratar un nuevo médico para aligerar el sistema.
Como es muy dificil estimar en términos monetarios el coste de
espera de los pacientes, la gerencia realizaré la nueva contratacién
si se consigue reducir los tiempos totales del servicio (espera mas
atencion) a la mitad. Después de observar y recoger datos sobre
las llegadas y sobre el tiempo de servicio, la gerencia calcula que en
media llegan ocho pacientes por hora, y que cada uno de los médi-
cos puede atender cinco pacientes por hora.

En el cuadro 6.3 se presentan los resultados después de aplicar las
formulas del modelo con dos y tres médicos.
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CUADRO 6.3
Resultados del modelo miiltiple de colas
Médicos
2 3
Probabilidad de que todos los médicos estén libres Py | 0111 | 0,190
Probabilidad de que todos los médicos estén ocupades P, | 0,710 | 0,278
Ndmero medio de pacientes en el sistema L, 4,442 1,918
Nuamero medio de pacientes en cola l..1 2842 | 0,318
Tiempa medio de un paciente en el sistema W, | 0,555 | 0,240
Tiempo medio de un paciente en cola W, | 0,355 | 0,040

En el cuadro podemos observar que, si afiadimos un médico adicio-
nal, el tiempo de espera de cada paciente en el sistema pasa de 0,555
horas a 0,240 horas. Por lo tanto, el objetivo de la gerencia se cum-
ple al afiadir un nuevo médico. También se puede observar que con
tres médicos el tiempo de espera en la cola es insignificante.

6.8. Limitaciones de los modelos de gestion
de colas

Los dos modelos que hemos presentado en este capitulo son los
mds comunes cuando se trata de sistemas en donde estan implica-
dos seres humanos. Sin embargo, pueden existir casos en donde la
poblacién potencial del sistema es finita, la cola de la disciplina no
es FIFO, la tasa de servicio depende de las personas en la cola, y las
distribuciones de las llegadas no son de Poisson. En estos casos es-
tos modelos son inservibles.

Las distribuciones juegan un papel esencial en estos modelos. Los
sistemas en donde las variaciones de las llegadas en diferentes ho-
rarios son muy grandes no pueden ser examinados con las formu-
laciones presentadas. Cuando tenemos sistemas mas complejos se
utiliza la simulacién como método de andlisis. En la siguiente sec-
cién simularemos un sistema de colas.

6.9. Ejemplo de simulacién de un sistema de colas

La farmacia de un hospital tiene dos personas para atender a 10 en-
fermeras que vienen a buscar medicamentos para los pacientes. La
gerencia observa que de vez en cuando se forman colas para reco-
ger las medicinas y que el servicio resulta un tanto ineficiente. Por
otro lado, la poblacién potencial es bastante reducida y no puede
considerarse como infinita. Por otro lado, la distribucién del nime-
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ro de llegadas no es Poisson ni el tiempo de servicio exponencial,
Por lo tanto, no se puede aplicar el modelo mdltiple de gestion de
colas.

6.9.1. Recogida de datos

La gerencia observé el funcionamiento de la farmacia durante pe-
riodos de una hora distribuidos a lo largo de un mes. Estos perio-
dos de una hora fueron aleatoriamente escogidos durante el dia
para obtener una muestra representativa de la actividad.

CUADRO 6.4
Resultados de la muestra
Duracion del tiempo Numero de
de servicio (minutos) Observaciones
8 15
9 30
10 45
11 60
Total de llegadas 150

Los resultados de la observacion se muestran en el cuadro 6.4.

Ademis, la gerencia dividié el tiempo de observacion en intervalos
de cinco minutos y anotd las llegadas de enfermeras que llegaron
durante estos intervalos. Se observé que en promedio llegaba una
enfermera cada cinco minutos. Al final del periodo de observacién,
la gerencia presenté los resultados obtenidos de la siguiente forma:

s Distribucion porcentual de los tiempos de servicio:

15/150 = 10 % (8 min)
30/150 = 20 % (9 min)

45/150 = 30 % (10 min)
60/150 = 40 % (11 min)

s Media ponderada de los tiempos de servicio:

10 % x 8 min = 0,8 min
20 % x 9 min = 1,8 min
30 % x 10 min = 3,0 min
40% x || min= 4.4 min

Tiempo medio de servicio: 10,0 min
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Con esta informacion, la gerencia pudo empezar a realizar la simu-
lacién con la ayuda de numeros aleatorios (ver anexo 2).

6.9.2. Simulacién de llegadas

En primer lugar la gerencia simula las llegadas de las enfermeras a la
farmacia. Esta sabe que las llegadas son aleatorias, aunque en pro-
medio llega una cada cinco minutos. Como los nimeros aleatorios
tienen |10 digitos (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9), la gerencia escoge (aleatoria-
mente) el 7 como representativo de una llegada. Si cogemos al azar
un nimero de la tabla, la cantidad de sietes que contenga el nime-
ro indicard la cantidad de llegadas en un intervalo de 5 minutos. La
gerencia simula las llegadas a la farmacia durante 24 periodos de
cinco minutos. Quizds no sea una cantidad muy representativa en
este caso, pero para efectos de explicacion de la simulacion es sufi-
ciente. En un caso real simulariamos el sistema con muchos mds
perfodos, pero la mecdnica seguiria siendo la misma.

Para ilustrar el procedimiento de simulacién de llegadas, hemos es-
cogido los |12 primeros nimeros aleatorios del apéndice 2 (por co-
lumna) y contado las veces que sale el niumero 7.

1239650125 0 6749281769 2 0178780337 3
1370937859 2 8912349495 0 9128374452 I
0926561938 0 9172674928 2 4412773934 2
1639438732 | 9916253764 0 0112378549 I

En el cuadro 6.5 se muestran los resultados para los 24 periodos.

CUADRO 6.5
Simulacion del niimero de llegadas en cada intervalo
Periodo - Periodo e o
| 0 13 0
2 2 14 0
3 0 15 I
4 I 16 4
5 2 17 |
6 0 I8 I
7 2 19 I
8 0 20 0
9 3 21 0
10 I 22 I
I 2 23 0
12 I 24 2
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6.9.3. Simulacién de los tiempos de servicio

Después de obtener los resultados de la simulacién de las llegadas,
la gerencia tiene que realizar la simulacién de los tiempos de servi-
cio. Recordemos la distribucién de los tiempos de servicios obser-
vada anteriormente:

Minutos Porcentaje
8 10
9 20
10 30
I 40

Como seguimos utilizando los nimeros aleatorios de |0 digitos,
consideraremos que el 0 representa un tiempo de servicio de 8 mi-
nutos, el | y el 2 un tiempo de 9 minutos, el 3, 4 y el 5 un tiempo
de 10 minutos, y el 6, 7, 8 y 9 un tiempo de | | minutos. De esta
forma podemos representar exactamente la probabilidad de los
tiempos de llegada. Por ejemplo, observamos en el cuadro 7.5 que
en el segundo periodo hubieron dos llegadas al servicio. Para simu-
lar el tiempo de servicio, escogemos la dltima fila de nimeros alea-
torios de la tabla comenzando por la izquierda. El primer nimero
es 9 y el segundo 8. Esto quiere decir que la primera y la segunda
llegada tendrin asociadas un tiempo de atencién de |1 minutos.
Este proceso se repite para todos los periodos en los que hay lle-
gadas. El resultado se presenta en el cuadro 6.6.

6.9.4. Simulacién conjunta del sistema

Ahora ya podemos simular el sistema. El objetivo de la gerencia es
encontrar el nimero éptimo de trabajadores en la farmacia de for-
ma a minimizar el coste total del servicio. Se considera que el siste-
ma es FIFO, es decir, primero en llegar, primero en ser atendido.
Ahora se tienen que definir los criterios de cada llegada dentro de
cada periodo. Se definen los criterios siguientes:

I, Sienun periodo llega una tnica enfermera, ésta lo hara al prin-
cipio del periodo.

2. Si en un periodo llegan 2 enfermeras, la primera lo hace al
principio y la segunda en el tercer minuto.

3. Sien un periodo llegan 3 enfermeras, la primera llega al princi-
pio, la segunda en el minuto 3 y la tercera en el minuto 5.

4. Sien un periodo llegan 4 enfermeras, se asume que llegan en
los minutos 2, 3, 4 y 5, respectivamente.
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CUADRO 6.6
Resultados de la simulacion de los tiempos de servicio
dzlg;:ieor:o Nl'jr::a?a:e Tiempo de servicio de cada una
I 0
2 2 (1) 11 min, (2) 1 min
3 0
4 | (3) 10 min
5 2 (4) 11 min, (5) 10 min
6 0
7 2 (6) 9 min, (7) 10 min
8 0
9 3 {8) 10 min, (9) 10 min, (10) || min
10 | 1) 11 min
Il 2 (12) 10 min, (13) 8 min
12 | (14) 1l min
I3 0
14 0
15 | (15) I'l min
(16) 10 min, (17) 11 min, (18) Il min,
16 4 (19) 11 min
17 | (20) 9 min
18 | (21) 8 min
19 | (22) 11 min
20 0
21 0
22 | (23) Il min
23 0
24 2 (24) 9 min, (25) || min

En la figura 7.4 se presenta el patrén de llegadas de los 24 periodos.

Cada llegada viene indicada por un cuadro conteniendo su corres-
pondiente numero de orden, y encima del recuadro se indica el
tiempo de espera correspondiente. Por ejemplo, si examinamos el
periodo entre las 10:15 y las 10:20, vemos que se producen 5 llega-
das (de la 16 a la 20), y, como veremos mas adelante, seguramente
se producird una cola considerable. El comportamiento del sistema
simulado con dos trabajadores atendiendo a los clientes (nivel de
congestion, personas en cola, duracién del tiempo de espera) pue-
de representarse tal como se muestra en la figura 7.5. En la figu-
ra 3.6 se representa la simulacién con tres trabajadores. Si se com-
paran las dos figuras, visualmente se puede observar que el tiempo
de espera se reduce considerablemente.

Si se examina desde un punto de vista econdémico, con dos trabaja-
dores atendiendo a las enfermeras, éstas esperaran un total de 213
minutos, un tiempo medio de espera igual a 8,52 minutos. Para ob-
tener un valor monetario del tiempo de espera, la gerencia consi-
dera que el coste por hora de cada trabajador es igual a 7 euros y
el coste de cada enfermera es de |12 euros. Si recordamos que el
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tiempo medio entre cada llegada era de 5 minutos, en media las en-
fermeras realizaran 96 viajes por dia (8 horas diarias por |2 viajes
por hora). Y si el tiempo medio de espera es de 8,52 minutos por
viaje, el tiempo total de espera es igual a 817,9 minutos (13,63 ho-
ras perdidas), lo que representa un coste total de espera de 163,56
euros. Si afiadimos el coste de los dos trabajadores (1 12 euros), el
coste diario total es igual a 275,56 euros.

Si realizamos el mismo ejercicio, pero modificando el nimero de
trabajadores atendiendo a las enfermeras (figura 7.6), el tiempo to-
tal de espera es igual a 47 minutos, o |,88 minutos de espera por
llegada. Si tenemos 96 llegadas por dia, el tiempo total perdido es
igual a 180,48 minutos (3 horas diarias). El coste de la espera es
igual a 36 euros y el sueldo de los trabajadores igual a 168 euros, lo
que da un coste total igual a 204 euros. Por lo tanto, la operacién
con tres trabajadores parece ser mas eficiente en términos mone-
tarios. ;Qué pasaria si contrataramos un cuarto trabajador que eli-
minaria completamente el tiempo de espera de las enfermeras? En
este caso el (inico coste seria el sueldo de los trabajadores, que se-
ria igual a 224 euros, superior al coste con tres trabajadores.
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FIGURA 6.6

Representacion de las llegadas
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FIGURA 6.7
Operacion de la farmacia con dos trabajadores
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FIGURA 6.8
Operacion de la farmacia con dos trabajadores
<4—» Duracién del servicio s Tiempo de espera L1 Llegada
9 ! : "
00 540 10:20 '
b2
905 945 10:25 2]
%l0 950 1030 22]
%15 955 16:35
A
520 |0:00 o lk40
9:25 10:05 10:45
v
30 110 10:50
935 16:15 10;55 |
s e MO0 416 ig 20 21 24




Gestion de colas

6.10.
6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

Problemas

En un ambulatorio se reciben una media de tres pacientes
por hora, siguiendo una distribucién de Poisson. El Gnico
médico que estd en el ambulatorio atiende una media de 6
pacientes por hora. Los tiempos de atencién siguen una dis-
tribucién exponencial. La pregunta que se plantea el gestor
es si vale la pena contratar a un nuevo médico o no (conside-
rando que éste realizard el mismo nimero de pacientes).

La llegada de enfermeras a una farmacia del hospital Todosalud
puede describirse a través de una distribucién de Poisson. Los
tiempos de servicio utilizan una distribucion exponencial. La
tasa de llegada es de 45 enfermeras por hora, mientras que
cada farmacéutico puede atender a 50 enfermeras por hora. El
coste de cada enfermera es de |15 euros por hora, mientras que
cada farmacéutico gana 10 euros por hora. Encontrar el nime-
ro éptimo de farmacéuticos a contratar.

Un centro de atencion primaria tiene que administrar la vacu-
na de poliomielitis a los nifios de un barrio. El centro estd or-
ganizado de forma que los padres van llegando con los nifios,
formando una cola y siendo atendidos 40 por hora, con una
distribucién exponencial, por cualquiera de las enfermeras
que estin de servicio. Este servicio de vacunacion se ofrece
una vez a la semana, y en este dia las llegadas se realizan con
una tasa igual a 40 nifios por hora. El director del centro sabe
que la mayoria de los padres vienen durante sus horas de tra-
bajo y por ello quiere limitar el tiempo total de administracién
de la vacuna a |5 minutos (incluyendo la espera). ;Cudntas en-
fermeras tendra que utilizar el gerente?

Un fisioterapeuta tiene un pequefio consultorio en donde
trabaja con pacientes operados de rodilla. Son en media 8 los
pacientes que llegan por las tardes siguiendo una distribucién
de Poisson. El tiempo de servicio del fisioterapeuta sigue una
distribucién exponencial con una tasa media de servicio de 9
pacientes por hora. Por las mafanas no estd nada ocupado,
porque la mayoria de pacientes prefiere venir por las tardes.
Después de varios afios de experiencia, el fisioterapeuta
sabe que, en general, si un paciente llega a su clinica y hay
otros tres esperando a ser atendidos, éste cambiard de fisio-
terapeuta. Para intentar convencer a algunos de sus pacien-
tes a venir por la mafana, decide dar vales para almorzar en
el bar de la esquina. Con esta tictica cree que podra reducir
la tasa de llegadas de la tarde a 5 pacientes por hora. Si la
pérdida de un paciente significa una pérdida de 20 euros,
jcuanto estaria dispuesto a pagar por cada vale considerando
que cada mafana y cada tarde es de 4 horas?
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APENDICE 6.1

Tabla de nimeros aleatorios

1239650125
1370937859
0926561938
1639438732
6749281769

8912349495
9172674928
9916253764
0178780337
9128374452

4412773934
0112378549
6484118917
7485396877
4449420399

4931720558
7019256915
7088642561
1322899809
7644596455

4350250689
3969625810
9867466169
2336529609
8497899420

1383109138
9755836769
9459378972
1156270803
4281042330

1142160902
8611794741
1497952703
2405306350
7502962776

7679203454
7759918425
2363211025
8652658498
9615307086

5251827422
2562566485
4127133914
1398185872
3106053098

5644540248
8735782233
3802788585
8411711735
7727801919

5583998402
7127183350
3959776552
8083742448
6831646060

8248598021
8902846338
9605697733
1745774801
4927846359

4527058366
9815467859
8609672743
7914214780
9671479586

9981241957
7230206493
6282095638
7424574963
3542787227

3399383%|
6582696326
3687936583
1298594465
5647103564

8583519254
9315124105
4015059652
3383210443
2425499018

8094153554
4809003690
8642913942
1499051 196
7649824834

5880393712
9965787689
1001598997
1544226029
3928 |5864

1430875177 2821660618

9902648765
4339955985
4677121705
9093449703

4032184023
2581236968
3001769692
5185675861
6735835540

9764534919
1089265935
8363383157
5141064723
4730042272

5956489316
6211324018
3577040333
155813881 |
9548164500

7641705754
2376632426
3395147232
8052499450
3614066579

1869970313
7335817518
2998482807
7718016727
5928523182

8411668944
7272012830
7791648017
5368210111

4683141252
3177342357
8059067287
9919589016
6005786976

7108528926
7552101346
9380150844
5658307618
9397192556

6647190158
2835893430
5596749322
8636254576
3705900236

1338635552
7457842856
1594796171
8186045265
5186204268

3950714593
7384119119
2873138839
7240282667
1770087219

8377041005
7446544112
1644676720
8176854669
4339625930

2008225353
9568401934
4185944112
7193770252
1738020959

2628877567
6433830583
2984673476
3659683979
6329548442

6024106022
3460537007
6100976968
9483732238
1713960284

7597030515
6287196405
6959239675
1772149893
3416788948

7974854777
3462832927
7637508522
6018667991
1465417792




7. SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS

7.1. Capitulo 2
Problema 2.1

e P = Cantidad de pacientes de tipo | tratados en el centro A.
e P? = Cantidad de pacientes de tipo | tratados en el centro B.

e P = Cantidad de pacientes de tipo 2 tratados en el centro B.
e P = Cantidad de pacientes de tipo | tratados en el centro C.

e P = Cantidad de pacientes de tipo 2 tratados en el centro C.

Formulacion del problema:

MinZ= 26P} +28P° +33P% +24P° +28P¢

s.a.
Py 4Py Py = 100
+P3 +PS = 150
P < 80
P 4P < 50
+P° +P5 < 120

PAPEPEPEPS 20

Problema 2.2

e T = numero de anuncios en televisién.
e R = nimero de anuncios en radio.
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Formulacién del problema:

Max Z= 25T +R
00T +5R <1.000
2T =R <0
T,R20

Problema 2.3

P = pacientes de pediatria.

D = pacientes de dermatologia.
O = pacientes de ortopedia.

N = pacientes de neurocirugia.

Max Z= [00P +200D +I500 +I80N
s.a.
P +0
5 45D +20 +4N
2P +8D +0O +5N
P +D +8N
4P +8D +160 +ION
IOP  +14D +80 +I2N
P.D,O,N20

NN AN A IA

Problema 2.4

MaxZ=  70A, +I20A, +30,  +80P,
5.4,
-0,25A, +0,25,,
~075A, +0,25P,
0,50A, ~0,50P,
A P,
A P

] I
Al A PP 20

120
200
140
110
240
320

A, = Cantidad, en mg, de 4cido acetil-salicilico en Resacon.
A, = Cantidad, en mg., de dcido acetil-salicilico en Jaquecén.
Pr = Cantidad, en mg, de paracetamol en Resacon.
P; = Cantidad, en mg, de paracetamol en Jaquecon.

<400
<300
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Problema 2.5

X, = pacientes de tipo X tratados en el hospital A.
pacientes de tipo Y tratados en el hospital A.
= pacientes de tipo Z tratados en el hospital A.
pacientes de tipo X tratados en el hospital B.
pacientes de tipo Y tratados en el hospital B.

pacientes de tipo Z tratados en el hospital B.

= pacientes de tipo X tratados en el hospital C.
pacientes de tipo Y tratados en el hospital C.
Zc = pacientes de tipo Z tratados en el hospital C.

Pal A
I u

A
([T

® & & @& @& @& ° & 0
—<
wm
1

Max = 420X, +360Y, +300Z, +420X, +360Y, +300Z, +420X_+360YC +300Z,

X.  HY, *Z,

X Y, 4Z,

+X_ +Y,. +Z,

X, +15Y, +1.2Z,
+2X, +15Y, +12Z,
X HISY. +12Z,
800X, +800Y, +800Z, —700X, —700Y, —700Z,
X Y z X Y, Z W % Y. Z 0

A Y A L]

Problema 2.5

e X = cantidad invertida en el fondo de inversion i

20
Max Z= 2(I+ri))(I
i=l
s.a.

20
Y X, =10.000.000

=l

X, < 2000000

X, > 500000
X, 20

Problema 2.6
Parametros:

i, m = indice y nimero de laboratorios.

j, n = indice y nimero de almacenes.

t, T = indice y nimero de trimestres.

si = capacidad de stock méxima en el laboratorio i
pi = coste de produccién unitario

¢jj = coste unitario de transporte entre iy j

=700
< 800
=450
<13
s12
<5
=0
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e |’ = capacidad de produccién maxima del laboratorio i en el pe-
riodo t

e k' = coste unitario de almacenaje en el laboratorio i
¢ h{ = coste unitario de almacenaje en el almacén |

¢ r° = demanda que sale del almacén j durante el periodo t

Variables:

e X/ = cantidad producida en el laboratorio i y enviada en el pe-
riodo t

e S’ = cantidad producida en i y almacenada en el periodo t

* Z; = cantidad transportada del laboratorio i al almacén j en el
periodo t

. Wf = cantidad almacenada en el almacén j al final del periodo t

Formulacién:
T m n m n m
Min Z = Y DKkisE+ DMWY Y ZE £y X
= = = e i=l
s.a.
Y zZi-s7 -X{<0 i=l,..,m t=1,...,T
=
X[ 48 <X i=l...m t=1,...,T
Y Zi=Wrtl  [Eheeit 8=l T
=

XSy Zey W20 iSheam JEhiw i €=, T
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7.2. Capitulo 3

7.2.1. Cierto - Falso

l) C 6) C Iy c 16) F
2) F 1y € 12) C I17) F
3) F 8) F 13) C 18) C
4) C 9) F 14) F 19) C
5 F 10) C I5) F 20) C
7.2.2. Eleccién Miltiple
1) b 5) ¢ 9) ¢ 13) a
2) d 6} b 10) d 14) ¢
3)b e 1) d I5) d
4) d 8) b 12) b
7.2.3. Problemas
Problema 3.1
Puntos extremos
X, Xx; Z=X,+2X, Z=X,+6X,
0 0 0 0
5 0 5 5
4 | & 10
0 2 4 12
Problema 3.2

Definimos S, S, y S, como las variables de holgura asociadas las res-

tricciones. 2 puntos extremos factibles:

Xi=0:%=0X=05=12,%=I11;$3=20,Z=0
X1 =309 X;=223;X:=0,5=0,5%=0;,53=7,13; Z= 4,59

Problema 3.3

Definimos S, S, y S, como las variables de holgura asociadas las
restricciones. La solucién éptima es: X, = 6,67; X, = 0; X, = 36,67,

S, = 116,6;5,=0;S,=0; Z= 6667
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Problema 3.4

Definimos S, S, y S, como las variables de holgura asociadas las res-
tricciones. Como sabemos que en la solucién éptima X y X, son po-
sitivas y X, = 0, podemos afirmar que, en la solucién éptima, las dos
primeras son bdsicas, mientras que la Gltima no es bésica. Al efectuar
el método Simplex, en la iteracién inicial las tres variables son
no-bdsicas, por lo que escogeremos X, o X, para entrar en la base,
pero nunca X,. En cada iteracion intentaremos que X, no entre en la
base (porque al final tendra que salir). La solucion éptima del proble-

maes: X, = 10; X, =0, X, = 10;S,=0;S,=4S,=0; Z=50.
Problema 3.5
Soluciones optimas alternativas:
Xi=3X=0X3=2X=0Z=5
Xi=0X2=3 X3=2 X4=0;Z=5
Xi=15X=15X3=1X4=1LZ=5

Problema 3.6
Solucién éptima: X, = 13; X, =0; X, = 5 X, = 0; Z = 51

Problema 3.7

Solucién optima:
P* =80;P® =0;P} =50;P° =20;P; =100;Z=1010

Problema 3.8
Solucién éptima: T = 9,1; R = 18,2; Z = 2455

Problema 3.9

Solucién éptima: P = 100; D = 200, O = 150, N = 180; Z = 4608,6
Problema 3.10
Solucién éptima: A = 300; A = 150, P = 100, P = 150; Z = 54000

Problema 3.11

Solucién éptima: X, =3,8;Y,=1,3: Z, =
Z,=0;X.=06;Y.=0; Z_= 6822

08 X,=38Y,=3,0,



Soluciones a los problemas

7.3. Capitulo 5
Problema 5.1

Puntos eficientes encontrados.

Wy w3 X, X, Z, Z,
| 0 0 2 2 —4
0,5 05 3 0 —6 9

Problema 5.2

Puntos eficientes diferentes encontrados con el método de los pesos:

W, W X, X, x5 z z,

| 0 3.1 22 0,0 75 58

0.7 03 0 3 0 [ 12

0 | 0 2,1 38 0.3 19,6
Problema 5.3

Puntos eficientes diferentes encontrados con el método de los pesos:

w, w, X, X, X, z, z
I 0 6.7 0 36,7 667 | -1033
0.8 02 3.2 52 28 58 ~54,8
0.7 03 0 5.6 244 54,4 45,6
05 0.5 0 25 0 2 12,5

Problema 5.4

Puntos eficientes encontrados con el método de la restriccién.

X, X, z, Z,
0 2 4 —4
0 1,5 3 =3
0 | 2 -2
0 0,5 | -1
0 0 0 0
| 0 -3 |
2 0 -6 2
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7.4. Capitulo 6

Problema 6.1

Tasadellegada....cvvvvviniins 3 3
Tasadeservicio............... 6 6
Nimero de servidores. ......... | 2
Factor de utilizacién. .. ......... 0,500 0,100
Probabilidad de 0 en el sistema. ., . 0,500 0,600
Nimero medicenlacola....... 0,500 0,333
Tiempo medioenlacola........ 0.167 0011
Nimero medio en el sistema . ... 1,000 0,533
Tiempo medio en el sistema . .... 0,333 0,178

Problema 6.2

Tasadellegada...............00v0es 45 45 45
Tasadeservicio.......coovvvvvnenn. 50 50 50
Numero de servidores .. ............ | 2 3
Factor de utilizacién ................ 0,90 0,28 0,07
Probabilidad de 0 en el sistema........ 0,10 0,38 0,40
Numero medioenlacola............ 8, 0,23 0,03
Tiempo medicenlacola............. 018 0,01 0,01
Nimero medic en el sistema ......... 9.0 113 0,93
Tiempo medio en el sistema.......... 02 0,03 0,02
Coste del tiempo de espera . ........, 27 0.5 028
Coste de los farmacéuticos. .. ........ 10 20 30
Coste 1ol vsm s cuiasvae e 37 20,5 30,28

Problema 6.3

Aplicando las férmulas con diversos valores para el nimero de enfer-
meras, tendremos que el nimero 6ptimo de enfermeras es igual a seis.

Problema 6.4

El nimero total maximo en el sistema es igual a 4 (tres en cola y uno
siendo atendido). Si aplicamos las férmulas correspondientes (ver
seccién 6.6), la proporcion de personas perdidas porque el sistema
estd lleno es igual a 18,5 %. Es decir, que en media llegan 8 personas
por hora, en cuatro horas llegaran en promedio 32 personas, de las
cuales se perderdn 9,4 pacientes, con un coste igual a 188 euros.
Ahora bien, si aplicamos la politica de vales, vendran en promedio 5
personas por hora, o sea 20 pacientes en cuatro horas y los doce
restantes vendrin por la mafiana (si consideramos que todos acep-
tan los vales). Por lo tanto, el coste por vale tiene que ser, como ma-
ximo igual a 188/12 = 15,6 euros, ya que si este coste es mayor val-
dra mas la pena perder pacientes que implantar la politica de vales.
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