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La Fundación BBV, a ler ta s iempre a las grandes t r ans fo rma
ciones de la sociedad actual, r econoce que uno de los mayores 
cambios que se han p r o d u c i d o en los países occ identa les ha si
d o el e x p e r i m e n t a d o en la a tenc ión médica. La medic ina t r a d i 
c ional , basada en una re lac ión s imple del méd ico con el enfer
mo , ha ido dando paso a fo rmas coopera t ivas y colect iv izadas 
de la asistencia sanitaria, en las que la a tenc ión a la salud y los 
cuidados de la en fe rmedad cons t i tuyen un de recho humano 
básico y una obl igación para t o d a la sociedad. 
El p r i m e r Encuent ro en el que t raba jó la Fundación en mater ia 
de Sanidad t u v o lugar en 1992 y s i rv ió c o m o preparac ión y ante
cedente para el d iseño de una línea estratégica de inves
t igación sobre Salud y Mode los Sanitar ios. Desde entonces , la 
Fundación in tenta c o n t r i b u i r al debate sobre la Sanidad en Espa
ña desde una perspect iva plur idiscipl inar, f o r m u l a n d o p ropues
tas de me jo ra para lograr una mayor ef iciencia y equidad del sis
tema. Esta área estratégica integra t res líneas de invest igación: 
L a F o r m a c i ó n d e los P r o f e s i o n a l e s d e l a S a l u d analiza la 
diversidad de las profes iones sanitarias y el desequ i l ib r io exis
t en te en t re el ráp ido desar ro l lo del s istema asistencial y los es
quemas y m é t o d o s fo rmat i vos de los profesionales sani tar ios, 
especia lmente del méd ico . Las investigaciones y debates se cen
t ran en la s i tuación de las dist intas t i tu lac iones, las carencias de 
las especialidades médicas y de la en fe rmer ía y la f o r m a c i ó n de 
gestores y o t r o s profesionales sani tar ios. 
O r g a n i z a c i ó n y G e s t i ó n d e l S i s t e m a d e S a l u d estudia las 
al ternat ivas de organización sanitaria con el ob je t i vo de o f rece r 
p lanteamientos de f u tu ro , diseñados a la luz de m o d e r n o s c r i t e 
r ios de eficiencia y equidad. El nuevo papel de los c iudadanos 
c o m o consumidores de serv ic ios sani tar ios, las relaciones en 
t r e f inanciación e incent ivos y la eficacia de la gest ión son algu
nas de las cuest iones incluidas en esta línea de invest igación. 
S a l u d , C o m u n i c a c i ó n y S o c i e d a d examina las act iv idades y 
conductas de los c iudadanos en re lac ión con la salud, así c o m o 
la inf luencia de los programas de comun icac ión y los med ios 
empleados en la i n fo rmac ión sanitaria dir ig ida a la sociedad. 
Métodos cuantitativos para la toma de decisiones (con aplicaciones 
en el ámbito sanitario) presenta algunos de los m é t o d o s actual
men te más relevantes que ayudan a los gestores a t o m a r dec i 
siones, tales c o m o la p rog ramac ión lineal y la gest ión de colas. 
Este l ib ro se ha esc r i to básicamente para dos t i pos de usuar ios. 
Por un lado, para el admin i s t rado r general o admin i s t rado r en 
potenc ia; p o r o t r o , para el estud iante de cursos de posgrado 
en gest ión y admin is t rac ión . 
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PRESENTACION 

Este l i b ro se re f i e re al uso de m o d e l o s cuan t i ta t i vos en la r e s o l u 
c ión de p r o b l e m a s de ges t ión y adm in i s t rac ión de s istemas c o m 
ple jos, c o n especial énfasis en la t o m a de decis iones. H a s ido esc r i 
t o para dos t i p o s de usuar ios : el a d m i n i s t r a d o r genera l o admin is 
t r a d o r en po tenc ia , que pueden sacar p r o v e c h o de su uso, o de la 
c o m p r e n s i ó n de los m o d e l o s cuan t i ta t i vos , o para es tud ian tes de 
cursos de posg rado o masters en ges t ión y adm in i s t r ac i ón . O t r o 
aspec to a destacar es que t o d o s los p r o b l e m a s p lan teados en el l i 
b r o están re lac ionados c o n la ges t ión de sistemas san i tar ios . La ra 
zón es b ien s imple : la t o m a de decis iones en el e n t o r n o san i ta r io 
suele ser m u y comp le ja . Si b ien m u c h o s p rob lemas c o n los cuales 
se en f ren tan los ges to res y responsables en organ izac iones sani ta
rias no son ana l í t i camente d i fe ren tes de p rob lemas en o t r a s indus
t r ias , m u c h o s o t r o s son bastante pecul iares d e b i d o a algunas de las 
caracter ís t icas int r ínsecas de los sistemas de a tenc ión sani tar ia. 

El l i b ro n o p r e t e n d e ser exhaus t i vo en cuan to a las técn icas existen
tes, ya que ex is te un sinfín de exce len tes manuales de técn icas 
cuant i ta t ivas y de invest igac ión ope ra t i va (algunos de el los se c i tan 
al f inal de l l i b r o ) . La gran d i fe renc ia e n t r e este l i b ro y los manuales 
clásicos rad ica en que el nivel de comp le j i dad ma temá t i ca se m a n 
t i ene al m í n i m o nivel pos ib le , y se hace especial énfasis en el p lan
t e a m i e n t o de m o d e l o s y en exp l i ca r c ó m o algunas de las técn icas 
existentes pueden ayudar a so luc iona r p r o b l e m a s que aparecen en 
cua lqu ie r o rgan izac ión . Por e l lo , para su lec tu ra no se necesi ta una 
f o r m a c i ó n ma temá t i ca prev ia ; inc luso se puede dec i r que en t o d o 
el l i b ro n o se ut i l izan más que las c u a t r o ope rac iones a r i tmé t i cas 
básicas: sumar , res tar , mu l t i p l i ca r y d iv id i r . 

En la re fe renc ia b ib l iográf ica a este l i b ro , en el w e b s i t e de la Funda
c ión BBV (h t tp .Z /www. fbbv .es ) , puede cargarse una ap l icac ión p rác 
t ica c o n e jemp los , d iseñada p o r el a u t o r . 

F u n d a c i ó n B B V 

http://http.Z/www.fbbv.es




I. INTRODUCCION: METODOS CUANTITATIVOS 
EN LA GESTIÓN SANITARIA 1 

El d e s a r r o l l o de la invest igac ión ope ra t i va , según muchos au to res , 
ha r e p r e s e n t a d o u n o de los avances c ient í f icos más i m p o r t a n t e s 
desde med iados del siglo X X . A c t u a l m e n t e es una h e r r a m i e n t a u t i l i 
zada en m u c h o s campos de la adm in i s t r ac i ón , de la e c o n o m í a y de 
la ingenier ía. Exis ten m u c h o s l ib ros de t e x t o s o b r e el t e m a y mi les 
de ar t ícu los c ient í f icos en revistas especial izadas. 

La invest igación ope ra t i va t i e n e c o m o base el m é t o d o c ient í f i co 
para invest igar y ayudar a t o m a r dec is iones s o b r e los p rob lemas 
comp le j os de las organ izac iones de h o y en día. Básicamente la i n 
vest igac ión ope ra t i va sigue los pasos siguientes: ( I ) la obse rvac ión 
de un p r o b l e m a , (2) la c o n s t r u c c i ó n de un m o d e l o m a t e m á t i c o que 
con tenga los e l e m e n t o s esenciales del p r o b l e m a , (3) la o b t e n c i ó n , 
en genera l c o n la ayuda de un o r d e n a d o r , de las me jo res so luc io 
nes posib les c o n la ayuda de a l g o r i t m o s exac tos y heur ís t icos y f i 
na lmen te (5) , la ca l ib rac ión y la i n t e r p r e t a c i ó n de la so luc ión y su 
c o m p a r a c i ó n c o n o t r o s m é t o d o s de t o m a de decis iones. 

U n e jemplo simple, el p rob lema de la asignación, nos puede serv i r 
para i lustrar la dif icultad esencial de la investigación operat iva. U n hos
pital t iene 70 t rabajadores con cualificaciones di ferentes (médicos, en 
fe rmeros , A T S , personal de admin is t rac ión, etc.) que hemos de asig
nar a 70 actividades también di ferentes. Si pud iéramos de te rm inar un 
va lo r que reflejase la asignación de un t raba jador a una tarea d e t e r m i 
nada, tendr íamos que escoger una en t re 70! fo rmas posibles de per
mutac ión de las asignaciones que max imice el va lor to ta l . C o m o que 
70! es ap rox imadamente igual a I0100, necesitaríamos un o r d e n a d o r 

1 Una versión de este capítulo ha sido publicada en el vo lumen dedicado a la Eco
nomía de la Salud de la revista Papeles de Economía, en 1998. La profesora Helena 
Ramalhinho fue co-autora del art ículo. 
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que ejecutase 1.000.000 de operac iones p o r segundo durante ap rox i 
madamente I O87 años (muchas veces la vida proyectada del universo) 
para examinar todas las permutac iones. Problemas de decisión c o m o 
éste son muy comunes y se t ienen que desarro l lar mode los de p r o 
gramación matemát ica, m é t o d o s matemát icos para ob tene r so luc io
nes a los mode los y a lgor i tmos de o r d e n a d o r (p roced imien tos paso a 
paso) muy eficientes. Se dice que la investigación operat iva const i tuye 
el 25 % del t i e m p o to ta l ut i l izado p o r los o rdenadores para reso lver 
prob lemas científ icos. 

La invest igac ión ope ra t i va ha t e n i d o un i m p a c t o imp res i onan te en 
la m e j o r a de la ef ic iencia de numerosas organ izac iones en t o d o el 
m u n d o . Exis ten i nnúmeras apl icaciones c o n é x i t o en t o d o s los 
campos en d o n d e la t o m a de dec is iones es comp le ja y que pueden 
imp l i ca r para la o rgan izac ión grandes invers iones o camb ios en la 
o rgan izac ión que d e t e r m i n e n su f u t u r o . 

La invest igac ión ope ra t i va t i e n e una presenc ia i m p o r t a n t e en la 
ges t ión y p lani f icac ión de s istemas sani tar ios . Si b ien m u c h o s p r o 
b lemas c o n los cuales se en f ren tan los ges to res y responsables en 
organ izac iones sanitar ias n o son ana l í t i camente d i fe ren tes de p r o 
b lemas en o t ras indust r ias , m u c h o s o t r o s son bastante pecul iares 
d e b i d o a algunas de las caracter ís t icas in t r ínsecas de los sistemas 
de a tenc ión sani tar ia. A lgunas de estas caracter ís t icas son la pos ib i 
l idad de m u e r t e o cal idad baja de v ida, la d i f icu l tad de m e d i r ade
cuadamen te el v a l o r y la cal idad de los resu l tados o b t e n i d o s , la 
t o m a c o n j u n t a de dec is iones p o r d ive rsos co lec t i vos de índo le m u y 
d i f e ren te (persona l m é d i c o , de en fe rmer ía , ges to res ) , los mecan is 
m o s de pago p o r pa r te de t e r c e r o s de los d iagnóst icos y los t r a t a 
m i e n t o s , y el c o n c e p t o del acceso a la a tenc ión sani tar ia c o m o un 
d e r e c h o un iversa l . Este cap í tu lo n o p r e t e n d e exam ina r exhaust iva
m e n t e la l i t e ra tu ra s o b r e invest igac ión ope ra t i va en el c a m p o sani
t a r i o , s ino da r una idea de los d i fe ren tes á m b i t o s sani tar ios en los 
cuales se ha u t i l i zado c o n é x i t o la invest igac ión ope ra t i va para m e 
j o r a r las dec is iones de ges t i ón y m o s t r a r algunas apl icaciones que 
se han p r o d u c i d o en el los. 

l . l . Planificación y diseño de sistemas sanitarios 

I. I. I. P l a n i f i c a c i ó n y e s t r a t e g i a 

En la mayo r ía de los países occ iden ta les , la p lani f icac ión sani tar ia se 
real iza a nivel nacional o reg iona l . En estos países (quizás c o n e x 
cepc ión de los Estados U n i d o s ) , la i n te racc ión e n t r e h is to r ia , c u l t u 
ra, e c o n o m í a , po l í t i ca y o t r o s f ac to res han c o n d u c i d o a e labo ra r 
estrategias m u y s imi lares para p r o v e e r acceso universal y c o n t r o l 
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de costes , i nc luyendo alguna f o r m a de segur idad social , un s is tema 
de pago ún i co para t o d o s los imp l i cados , y t e c h o s p resupues ta r ios 
f o rma les o in fo rma les . D e b i d o a estas e lecc iones estratégicas, el 
p r o c e s o de p lani f icac ión a nivel nacional o reg iona l d e t e r m i n a a m 
p l i amen te el t i p o y los niveles de los serv ic ios y tecno logías y f r e 
c u e n t e m e n t e (quizás imp l í c i t amen te ) el nivel del persona l san i ta r io 
y los niveles de serv ic ios rec ib idos p o r la pob lac ión . La invest iga
c ión ope ra t i va ha c o l a b o r a d o amp l i amen te en el d iseño de es tos 
sistemas. Por e j e m p l o , en el Re ino U n i d o se d e s a r r o l l ó un s is tema 
de ayuda a la dec is ión para plani f icar los r ecu rsos necesar ios en 
serv ic ios de t r a t a m i e n t o de S IDA . El m o d e l o i n c o r p o r a p rev i s ión 
de la demanda p o r ca tegor ía de pacientes, p r o t o c o l o s de a tenc ión 
y necesidades presupuestar ias y de recu rsos para los p lan i f icadores 
cent ra les y locales pe r t enec ien tes al Serv ic io de la Salud Nac iona l 
B r i t án i co 2. T a m b i é n éste se puede ut i l i zar c o n los m o d e l o s de 
p r o g r a m a c i ó n ma temá t i ca de p lani f icac ión de a tenc ión equi l ibra
da 3 i n c o r p o r a d o s en un o r d e n a d o r persona l para d e t e r m i n a r la 
necesidad de recu rsos y las asignaciones c o r r e s p o n d i e n t e s para r e 
g iones y d i s t r i t os san i tar ios . 

O t r o t i p o de apl icac iones se e n c u e n t r a en el d iseño de d i s t r i t os sa
n i ta r ios en func ión de la p rev i s ión de la demanda p o r categor ía de 
pacientes y la o f e r t a ex i s ten te de los serv ic ios sani tar ios. El m o d e l o 
m a t e m á t i c o en genera l t i ene c o m o o b j e t i v o m in im iza r la d istancia 
med ia de acceso a los serv ic ios p o r pa r te de la pob lac ión . En a lgu
nos casos en que se están reo rgan i zando los d i s t r i t os algunos a u t o 
res han u t i l i zado un segundo c r i t e r i o : m in im iza r la desv iac ión e n t r e 
los d i s t r i t os ex is ten tes y los p r o p u e s t o s , que m e j o r a n la acep tac ión 
pol í t ica. T a m b i é n se han apl icado m o d e l o s de p r o g r a m a c i ó n l ineal 
para reg ional izar serv ic ios especí f icos, c o m o l a b o r a t o r i o s , en d o n 
de se cons ide ran los costes anuales de o p e r a c i ó n , el cos te p o r 
ac to , los niveles de u t i l i zac ión y la d istancia viajaba p o r los pac ien
tes . En genera l , el o b j e t i v o cons is te en la m in im izac ión de los cos 
tes to ta les de o p e r a c i ó n . 

O t r o á m b i t o m u y i m p o r t a n t e d e n t r o de la p lani f icación sani tar ia es 
el de la local izac ión de los d i fe ren tes t i pos de serv ic ios sani tar ios. 
La buena ub icac ión de ambulanc ias, de c e n t r o s de urgencias, de 
c e n t r o s de asistencia p r imar ia , e n t r e o t r o s , es u n o de los d e t e r m i 
nantes pr inc ipa les de la cal idad del serv ic io . Se han desa r ro l l ado 
muchos m o d e l o s para p o d e r o b t e n e r una ser ie de local izaciones 
óp t imas en f unc ión de los ob je t i vos p r o p u e s t o s . En genera l , los 
m o d e l o s pueden clasif icarse en t r e s apar tados , s igu iendo la t i p o l o -

2 Brit ish Nat ional Health Service. 
3 Balance of Care ( B O C ) models. 
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gía de sus ob je t i vos . El p r i m e r g r u p o c o r r e s p o n d e a los m o d e l o s de 
c o b e r t u r a . Bás icamente, se t r a t a de e n c o n t r a r la local izac ión ó p t i 
ma de un n ú m e r o f i jo de serv ic ios de f o r m a a max im i za r su c o b e r 
t u r a d e n t r o de un t i e m p o o una distancia es tándar p r e d e t e r m i n a 
da. El segundo g r u p o c o r r e s p o n d e aquel los m o d e l o s que ut i l izan 
c o m o o b j e t i v o la m in im izac ión de la distancia o t i e m p o de despla
z a m i e n t o m e d i o de los usuar ios potenc ia les del serv ic io . Po r ú l t i 
m o , el t e r c e r t i p o de m o d e l o s t i ene c o m o o b j e t i v o la m in im izac ión 
de los costes to ta les del serv ic io (costes de a p e r t u r a , cos tes de 
o p e r a c i ó n y costes de desp lazamien to ) . En genera l , es tos m o d e l o s 
se basan en la p r o g r a m a c i ó n l ineal en te ra . En algunos casos se 
comb inan dos o más ob je t i vos para p o d e r examinar , p o r e j emp lo , 
el i n t e r c a m b i o e n t r e el n ú m e r o d e t e r m i n a d o de serv ic ios y el g ra 
d o de c o b e r t u r a . T a m b i é n se han desa r ro l l ado m o d e l o s que ubican 
serv ic ios que t i e n e n una natura leza je rá rqu ica , tales c o m o c e n t r o s 
básicos de asistencia p r ima r i a y c e n t r o s con especial idades ambu la 
to r i as . F ina lmente , a lgunos m o d e l o s c o m b i n a n la ub icac ión ó p t i m a 
de serv ic ios c o n el d i seño de los d i s t r i t os sani tar ios c o r r e s p o n 
d ientes . 

M u c h o s es tud ios se real izan a nivel ins t i tuc iona l para plani f icar la 
expans ión o r e d u c c i ó n de serv ic ios y c e n t r o s . En el c a m p o sani ta
r i o , este p r o b l e m a se comp l i ca d e b i d o a la i n te rdependenc ia e n t r e 
serv ic ios y e n t r e ins t i tuc iones c reada p o r las caracter ís t icas p r o 
pias de la p r o f e s i ó n méd ica , c o - m o r b i d i d a d e s de pacientes, niveles 
desconoc idos de demanda la ten te y la c reac ión po tenc ia l de de 
manda. Para ev i ta r estos p r o b l e m a s , la mayor ía de los es tud ios , o 
se c o n c e n t r a n en especial idades de te rm inadas (obs te t r i c ia , ped ia
t r ía y psiquiatr ía) o en grandes m o d e l o s generales de p lan i f icac ión. 
U n e jemp lo del p r i m e r t i p o de es tud ios cons is te en es tud ia r c ó m o 
el hecho de c e r r a r un d e t e r m i n a d o t i p o de serv ic io ( p o r e j emp lo , 
obs te t r i c ia ) en algún c e n t r o puede afectar a la carga del s is tema y a 
los resu l tados de una r e d hospi ta lar ia . Para e l lo se suelen m o d e l a r 
t r e s fac to res : re lac ión c o n o t r o s serv ic ios , r ed i s t r i buc i ón de la car
ga de pacientes y medidas f inancieras. La re lac ión c o n los o t r o s 
serv ic ios d e t e r m i n a si el hecho de c e r r a r el serv ic io en algunos l u 
gares cambia el nivel genera l del serv ic io m e d i d o en t é r m i n o s de 
m a n o de o b r a , necesidades de camas, n ú m e r o de salas de p a r t o , y 
medidas de resu l tados (que inc luyen en n u e s t r o e j e m p l o m o r t a l i 
dad neonata l , n ú m e r o de nac im ien tos , po rcen ta je de cesáreas). El 
m o d e l o t a m b i é n estud ia c ó m o el v o l u m e n de los pacientes se r e 
d is t r i buye e n t r e las unidades res tantes después de c e r r a r algunas y 
c ó m o es to afecta al nivel genera l de serv ic io en estos c e n t r o s . El 
análisis f i nanc ie ro d e t e r m i n a c ó m o los costes d i r ec tos , especí f icos 
a un d e t e r m i n a d o serv ic io y marginales, pueden ser u t i l i zados para 
o b t e n e r el a h o r r o n e t o a la h o r a de c e r r a r algún serv ic io y los cos 
tes adic ionales al a u m e n t a r la carga en o t r o s cen t r os . 
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T a m b i é n es m u y f r e c u e n t e la ap l icac ión de la invest igac ión o p e r a t i 
va para d e t e r m i n a r la a p e r t u r a de nuevos serv ic ios . Po r e j e m p l o , 
e x a m i n a r el e fec to de ab r i r una nueva un idad d e t e r m i n a d a en un 
hosp i ta l . La p regun ta que en genera l se in ten ta r e s p o n d e r es c ó m o 
r e d i s t r i b u i r la capacidad ex i s ten te del hosp i ta l para p o d e r c rea r 
esta nueva un idad , en t é r m i n o s de camas, pe rsona l , e tc . Para e l lo 
es necesar io c o n o c e r el f lu jo de llegadas al nuevo se rv i c io y la d u 
rac ión del t r a t a m i e n t o . En es tos casos se ut i l izan m o d e l o s de ges
t i ó n de colas y s imu lac ión c o n el o b j e t i v o de e n c o n t r a r el n ú m e r o 
ó p t i m o de camas necesar io para esta nueva un idad. 

La s imu lac ión t a m b i é n se ut i l iza para examina r si un nuevo serv ic io 
puede m e j o r a r la p r o d u c t i v i d a d , la cal idad o los resu l tados e c o n ó 
m icos de un c e n t r o o de un s is tema san i ta r io . Po r e j e m p l o , va r ios 
m o d e l o s de s imu lac ión se han ap l icado para es tud ia r los e fec tos de 
mod i f i cac iones en el t i p o de a tenc ión s o b r e la p r o d u c t i v i d a d del 
s is tema (e.g., sus t i t uc ión de méd i cos p o r asistentes o méd i cos p o r 
en fe rme ras en a tenc ión p r ima r i a ) . Estos m o d e l o s de s imu lac ión 
ut i l izan la p r o g r a m a c i ó n l ineal c o m o h e r r a m i e n t a básica y se u t i l i 
zan p a r á m e t r o s tales c o m o las horas de f u n c i o n a m i e n t o , los r e c u r 
sos d ispon ib les , los h o r a r i o s de visi ta de los pacientes y su p r o c e s o 
de l legada, los t i e m p o s y las necesidades de serv ic io y la secuencia 
de las ta reas para adecuarse a las necesidades de serv ic io de los pa
c ientes. En genera l , es te t i p o de es tud ios se ha m o s t r a d o más ef i 
c ien te que el t r ad i c i ona l uso de las func iones de p r o d u c c i ó n para 
d e t e r m i n a r la p r o d u c t i v i d a d , ya que i n c o r p o r a n en el análisis m u 
chos más p a r á m e t r o s sob re el f u n c i o n a m i e n t o del s is tema. U n 
e j e m p l o de e l lo fue la ap l icac ión de la s imu lac ión para es tud ia r los 
e fec tos s o b r e la p r o d u c t i v i d a d de la i n c o r p o r a c i ó n de res identes a 
la a tenc ión méd ica . Se d e m o s t r ó que , con la i n c o r p o r a c i ó n de los 
méd i cos res iden tes , se a tender ían un t o t a l de 393 pac ientes p o r 
semana, c o m p a r a d o c o n 208 sin e l los, y que la p r o d u c t i v i d a d neta 
aumen ta r ía a lo largo del t i e m p o , resu l tado que t a m b i é n sugería un 
es tud io rea l izado c o n func iones de p r o d u c c i ó n . Sin e m b a r g o , el 
m o d e l o de s imu lac ión iba más le jos, ya que d e b i d o a que el t i e m p o 
de superv i s ión méd ica y la conges t i ón aumenta r ían d u r a n t e los pe
r í odos iniciales c o n los res iden tes , habría un d e t e r i o r o signi f icante 
en el t i e m p o de espera de los pacientes sin i m p o r t a n t e s a u m e n t o s 
en los resu l tados . Los au to res c o n c l u y e r o n que , aunque a largo 
p lazo el uso de méd i cos res identes aumen ta r ía la p r o d u c t i v i d a d del 
s is tema, los costes a c o r t o p lazo pod r ían hacer p roh ib i t i va su u t i l i 
zac ión , d e b i d o a las pérd idas en el n ú m e r o de pacientes y a los cos
tes de supe rv i s ión . 
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1.1.2. Previsión de l a d e m a n d a 

La p rev i s ión de la demanda agregada y la p rev i s ión de censos dia
r ios son un f a c t o r i m p o r t a n t e para m e j o r a r la ef ic iencia en la u t i l i 
zac ión de los recu rsos d ispon ib les para la a tenc ión sanitar ia. La i n 
vest igac ión en sanidad suele u t i l i zar a l g o r i t m o s b ien c o n o c i d o s en 
o t r o s sec to res e c o n ó m i c o s para rea l izar p rev is iones , más que rea
l izar nuevas apo r t ac i ones m e t o d o l ó g i c a s . Esto es d e b i d o a que m u 
chos m o d e l o s de p lan i f icac ión c o m o los desc r i t os en el apa r t ado 
a n t e r i o r necesi tan c o m o i npu t la p rev i s ión de la demanda . En efec
t o , la p rev i s ión de la d e m a n d a es un c o m p o n e n t e i m p o r t a n t e de la 
u t i l i zac ión de la capacidad y de la cal idad del se rv ic io en hosp i ta les , 
c e n t r o s de a tenc ión p r ima r i a , c e n t r o s de urgencias y casi pod r í a 
dec i rse que en cua lqu ie r c o m p o n e n t e de lo que es la asistencia sa
ni tar ia . La p rev is ión de la demanda juega dos papeles: p o r un lado, 
la d e t e r m i n a c i ó n de necesidades agregadas para los serv ic ios (el 
lado de la demanda) y, p o r el o t r o , en la p lani f icac ión censal (el lado 
de la o f e r t a ) . El análisis de la demanda diar ia d e t e r m i n a las dec is io 
nes hospi ta lar ias de a m p l i o e s p e c t r o , que inc luyen dec is iones so 
b r e asignación de pe rsona l , serv ic ios aux i l iares, asignación de h o r a 
r ios de pacientes y serv ic ios de a p o y o ( l impieza, c o m i d a , r o p a de 
cama, e tc . ) , y t a m b i é n dec is iones que afectan a serv ic ios sani tar ios 
t a n t o de nueva c reac ión c o m o ex is ten tes . En este sen t i do , la p r e v i 
s ión de la demanda en la a tenc ión sani tar ia se parece m u c h o a la 
e s t r u c t u r a de p r o b l e m a de p lan i f icac ión agregada en e n t o r n o s in 
dust r ia les y m a n u f a c t u r e r o s . 

Ex is ten varias técnicas de p rev i s ión de la demanda . En p r i m e r lugar, 
hay las a p r o x i m a c i o n e s cual i tat ivas, ta les c o m o el análisis h i s t ó r i c o , 
que ut i l iza el es tud io de e n t o r n o s s imi lares o la h i s to r ia de la p r o 
pia o rgan izac ión para d e t e r m i n a r la demanda f u tu ra . Esta técn ica , 
barata y fácil de ut i l izar , i gnora camb ios ambienta les y n o p e r m i t e 
anal izar nuevas dec is iones en un e n t o r n o d i f e ren te al c o n o c i d o . 
O t r a a p r o x i m a c i ó n cual i ta t iva es la técn ica D e l p h i , con la cual se 
o b t i e n e n p red i cc iones p o r un g r u p o de e x p e r t o s a t ravés de d ive r 
sas reun iones y debates. El p r o c e s o de d iscus ión se rep i t e hasta l le
gar a un consenso . Esta técn ica está sujeta a sesgos ideo lóg icos que 
d i f icu l tan su ut i l i zac ión en e n t o r n o s en d o n d e las p red i cc iones pue
den n o ajustarse a la v is ión es tándar de las ope rac iones del s is tema. 
Las o t r a s áreas de p rev i s ión de la demanda ut i l izan una a p r o x i m a 
c ión cuant i ta t iva . En genera l , se basan en técnicas de reg res ión t a 
les c o m o medias móv i les , m í n i m o s cuadrados o r d i n a r i o s y m o d e 
los a u t o r r e g r e s i v o s t i p o A R I M A 4 de ser ies t e m p o r a l e s . 

4 «Auto-Regressive Integrated Moving Average». 
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La di ferencia básica en t r e estas técnicas, t a n t o cualitativas c o m o 
cuant i tat ivas, res ide en el g rado en el cual el ju ic io subjet ivo in f luen
cia el m o d e l o . Por e jemp lo , la técn ica De lph i in tenta fo rma l i za r j u i 
cios expl íc i tos de expe r t os . O t r a s técnicas, c o m o los mode los eco -
n o m é t r i c o s , con t ienen ju ic ios impl íc i tos ( c o m o la especif icación del 
p r o p i o m o d e l o ) . El impac to de estos ju ic ios, sean impl íc i tos o expl í 
c i tos, sob re los resu l tados de la prev is ión puede ser impo r t an te . Por 
e l lo, al escoger el m o d e l o de prev is ión , se tendr ían que cons idera r 
estos ju ic ios, y los resu l tados se deberían c o m p a r a r con los de o t ras 
aprox imac iones . D e l m i s m o m o d o , sería necesar io el real izar análisis 
de sensibi l idad para va lo ra r la robus tez del m o d e l o . 

1. 1.3. P lan i f i cac ión de l a c a p a c i d a d 

La plani f icación de la capacidad está re lac ionada con las decis iones 
que afectan los niveles ap rop iados de c e n t r o s , equ ipos y persona l 
para a tende r una d e t e r m i n a d a demanda . En la a tenc ión sani tar ia, la 
p lani f icación de la capacidad en genera l se cen t ra en dec is iones t a 
les c o m o el n ú m e r o de camas, la capacidad de los qu i ró fanos , la 
asignación de la capacidad a d i fe ren tes serv ic ios, del e q u i p a m i e n t o 
en genera l , de serv ic ios auxi l iares, así c o m o de fac to res que afec
tan a la u t i l i zac ión de la capacidad, ta les c o m o los f lu jos de pac ien
tes , los niveles de persona l m é d i c o y aux i l iar y las comb inac iones 
de persona l c o n d i fe ren tes cal i f icaciones. A l exam ina r estos f ac to 
res, los p r o v e e d o r e s buscan c ó m o a u m e n t a r la p r o d u c t i v i d a d de 
los recu rsos ex is ten tes y la m e j o r a de la cal idad del serv ic io . En ge
nera l , el o b j e t i v o es la max im izac ión de la u t i l i zac ión de recu rsos 
de equ ipos de capital o la m in im izac ión de las inef iciencias y a t rasos 
en la p res tac ión de serv ic ios sani tar ios. 

Muchos es tud ios p e r m i t e n el p r o c e s o de plani f icación de la capaci
dad en un s is tema de colas y ut i l izan la s imulac ión para o b t e n e r r e 
su l tados. Po r e j emp lo , para d e t e r m i n a r la asignación de camas d e n 
t r o de un hospi ta l en genera l se suele real izar un m o d e l o de s imu
lac ión que i n c o r p o r a las categorías de los pacientes en func ión de 
su d iagnóst ico , s e x o , t i p o de ingreso, t i e m p o de la demanda , t i p o 
de habi tac iones y t i p o de m é d i c o (pr inc ipa l o res iden te ) . Los resu l 
t ados del m o d e l o o f r ecen da tos s o b r e po rcen ta je de ocupac ión , 
censo m e d i o d ia r io y n ú m e r o anual de pac ientes-año. O t r o s da tos 
secundar ios indican las pe t i c iones de ingreso, reservas, rechazos 
d e b i d o a no e n c o n t r a r un día de ingreso adecuado, listas de espera 
y t rans ferenc ias . El s imu lado r t a m b i é n puede p e r m i t i r la evaluac ión 
de d i fe ren tes reglas de asignación de pacientes. 

O t r a s técnicas ut i l izadas en el d iseño de la capacidad son los p r o 
cesos de M a r k o v y S e m i - M a r k o v , s o b r e t o d o en sistemas en d o n d e 
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el t i p o de a tenc ión del pac iente cambia en func ión de su es tado de 
salud. En este t i p o de técnicas se calculan las probab i l idades t r ans i -
c ionales de pasar de un es tado a o t r o para o b t e n e r el nivel espera
d o de u t i l i zac ión y la consecuen te capacidad del s is tema. Si se c o 
noce la tasa de llegada en equ i l i b r i o , el t i e m p o m e d i o d e n t r o de 
cada unidad de a t e n c i ó n , y la p robab i l i dad de que una un idad d e t e r 
minada esté a p lena capacidad, en tonces se pueden o b t e n e r las t a 
sas de ut i l i zac ión y de serv ic io del s is tema. 

1.1.4. E v a l u a c i ó n d e l a e f i c i e n c i a 

La invest igac ión ope ra t i va se ut i l iza con f recuenc ia para evaluar la 
ef ic iencia p r o d u c t i v a de un d e t e r m i n a d o s is tema. En genera l , se de 
f ine una func ión f r o n t e r a de un c o n j u n t o de p r o d u c c i ó n f o r m a d o 
p o r t odas las comb inac iones posib les de fac to res de p r o d u c c i ó n y 
de p r o d u c t o f inal . Se in ten ta d e t e r m i n a r para cada o rgan izac ión 
d e n t r o del s is tema su pos ic ión en t é r m i n o s de ef ic iencia r espec to a 
la f r o n t e r a o , más especí f icamente , su distancia r espec to a ella. Las 
distancias más c o m u n e s son o en t é r m i n o s de los fac to res de p r o 
d u c c i ó n , es dec i r , la cant idad de fac to res ut i l izada con r e s p e c t o a la 
que sería suf ic iente , dado un nivel de p r o d u c t o , si la ac t iv idad fuese 
e f ic iente ; o en t é r m i n o s de p r o d u c t o , que es la cant idad m á x i m a de 
p r o d u c t o que se alcanzaría si la un idad fue ra e f ic iente , dado el nivel 
de f a c t o r c o n s u m i d o . C u a n d o la f r o n t e r a se d e t e r m i n a sin una f u n 
c ión de p r o d u c c i ó n específ ica, p e r o c o n unas p rop iedades f o r m a 
les que satisfacen los p u n t o s del c o n j u n t o de p r o d u c c i ó n ( c o m o 
p o r e j e m p l o la l ib re d ispon ib i l i dad de inputs y o u t p u t s ) , se ut i l iza 
una a p r o x i m a c i ó n n o - p a r a m é t r i c a , que en genera l ut i l iza la p r o g r a 
mac ión l ineal c o m o h e r r a m i e n t a para d e t e r m i n a r la f r o n t e r a . Po r 
o t r o lado, a veces se especif ica una f o r m a func iona l c o n pa ráme
t r o s cons tan tes , es t imándose sus p a r á m e t r o s de manera que las 
observac iones q u e d e n s o b r e o p o r deba jo de la f unc i ón . C o n res
p e c t o a esta f unc ión se m i d e la ef ic iencia, que será d is t in ta según la 
f o r m a func iona l especi f icada a prior!. Esta es una a p r o x i m a c i ó n pa-
ramé t r i ca . El avance de la invest igac ión en este c a m p o en los ú l t i 
m o s años ha s ido e n o r m e y ex is te un s i n n ú m e r o de apl icac iones 
para d e t e r m i n a r la ef ic iencia de un d e t e r m i n a d o serv ic io en c o n 
c r e t o o de los c e n t r o s hosp i ta la r ios en genera l pe r tenec ien tes a 
una r e d sani tar ia. 
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1.2 . Gestión de operaciones 

1.2.1. S i s t e m a s d e i n f o r m a c i ó n s o b r e l a gest ión 

H o y en día, el nivel de comp le j i dad de las ope rac iones d e n t r o de 
cua lqu ie r o rgan izac ión t i e n d e a ser m u y e levado. La ges t i ón sani ta
r ia n o se escapa de esta comp le j i dad , s ino que la aumen ta . El v o l u 
m e n de i n f o r m a c i ó n necesar io es m u y g rande, y abarca t a n t o la ne
cesidad de c o n t r o l a r la ges t ión e c o n ó m i c a c o m o la necesidad de 
gene ra r i n f o r m a c i ó n méd ica que puede ser ut i l izada para m e j o r a r 
la cal idad del se rv ic io . A c t u a l m e n t e se han desa r ro l l ado m u c h o s 
m o d e l o s de i n f o r m a c i ó n s o b r e la ges t ión en el c a m p o san i ta r io . En 
genera l , es tos s istemas se c o m b i n a n c o n algunas he r ram ien tas de 
ayuda a la dec is ión para m e j o r a r el g r a d o de reacc ión de las dec i 
s iones, la cal idad de la a tenc ión y la p r o d u c t i v i d a d . Las me jo ras en 
la a tenc ión pueden o b t e n e r s e d e b i d o a la r e d u c c i ó n en el t i e m p o 
de espera de la e jecuc ión de las acc iones a real izar de te rm inadas 
p o r el m é d i c o y la eficaz d ispon ib i l idad de los resu l tados o b t e n i d o s , 
la e l im inac ión de serv ic ios innecesar ios , la r e d u c c i ó n de e r r o r e s , y 
un a u m e n t o en la sat is facción de los pacientes. Se cons iguen au
m e n t o s en la p r o d u c t i v i d a d gracias a la d ispon ib i l idad de da tos para 
la dec is ión s o b r e asignación de persona l , h o r a r i o s , u t i l i zac ión de 
equ ipos y p o r la e l im inac ión de acc iones y s istemas redundan tes . 

1.2.2. G e s t i ó n d e p a c / e n t e s 

El c o n t r o l de la demanda de serv ic ios a t ravés de la c o r r e c t a p r o 
g r a m a c i ó n de los pacientes puede ser un m é t o d o m u y eficaz para 
a justar la demanda a los serv ic ios d isponib les . Se puede dec i r que la 
p r o g r a m a c i ó n de pacientes en clínicas para serv ic ios e x t e r n o s e i n 
t e r n o s es una de las apl icac iones más antiguas de la invest igac ión 
ope ra t i va para m e j o r a r la a tenc ión sani tar ia. D e s d e los años 50 , la 
invest igac ión ope ra t i va ha es tud iado e x t e n s a m e n t e es te p r o b l e m a . 

En el caso de pac ientes e x t e r n o s , la m e t o d o l o g í a más ut i l izada es la 
de ges t ión de colas j u n t o c o n s imu lac ión . La mayo r ía de los m o d e 
los ut i l izan c o m o p a r á m e t r o s pr inc ipa les el t i e m p o m e d i o de c o n 
sul ta, el coe f i c ien te de va r iac ión de ésta, la desv iac ión es tándar de 
la pun tua l idad de los pacientes y el n ú m e r o t o t a l de citas para o b 
t e n e r resu l tados s o b r e el t i e m p o m e d i o de espera, el t i e m p o d u 
ran te el cual un serv ic io está desocupado y las horas ex t ras 
del pe rsona l m é d i c o . El o b j e t i v o cons is te en e n c o n t r a r una o rgan i 
zac ión del s is tema ( n ú m e r o de méd i cos y persona l aux i l ia r , o rgan i 
zac ión de la co la , t i e m p o de asistencia) que m i n i m i c e el t i e m p o de 
espera de los pac ientes m ien t ras se man t i enen los se rv i do res o c u 
pados. A c t u a l m e n t e se ut i l izan t r e s t i p o s de m o d e l o s de p r o g r a m a -
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c ión de pacientes e x t e r n o s : p r o g r a m a c i ó n p o r b loques , p r o g r a m a 
c ión mod i f i cada p o r b loques y p r o g r a m a c i ó n ind iv idual . En la p r o 
g ramac ión p o r b loques , un n ú m e r o d e t e r m i n a d o de pacientes es 
c i tado d e n t r o de un m i s m o in te rva lo h o r a r i o ( p o r e j emp lo , de 9:00 
a 13:00) y son a tend idos c o n s is tema FIFO 5. Este s is tema suele ge
ne ra r un largo t i e m p o de espera, alta conges t ión y t i e m p o l ib re mí 
n i m o para el pe rsona l . La p r o g r a m a c i ó n mod i f i cada p o r b loques 
reduce los in te rva los ho ra r i os . T i e n e algunas caracter ís t icas m u y 
parecidas al s is tema de b loques , p e r o reduce el t i e m p o de espera 
de los pac ientes. Po r o t r a pa r te , el s is tema ind iv idual izado de asig
nac ión de h o r a r i o s , en genera l , consigue m e n o r e s t i e m p o s de es
pera que los o t r o s dos sistemas, s o b r e t o d o si las citas prev is tas n o 
son s ign i f icat ivamente m e n o r e s que el t i e m p o de serv ic io . Sin e m 
bargo, para este s is tema se necesi ta mucha i n f o r m a c i ó n s o b r e las 
necesidades y las en fe rmedades de los pacientes, y a veces es nece
sar io el real izar clasi f icaciones p o r pa r te del encargado de la agen
da, y sucesos imp rev i s tos pueden causar ser ios p rob lemas en ésta. 

En el caso de la ges t ión de citas para pacientes i n t e rnos , los m o d e 
los suelen ser más comp le j os . El p r o b l e m a t i ene t r e s d imens iones : 
p r i m e r o , el p r o g r a m a r d ia r i amen te los ingresos se lect ivos j u n t o 
con los p r o v e n i e n t e s de urgencias d e n t r o de cada un idad del hos 
p i ta l ; en segundo lugar, el agendar los pacientes i n t e rnos a las un i 
dades aprop iadas de t r a t a m i e n t o y d iagnóst ico d u r a n t e su estancia 
en el hosp i ta l , y en t e r c e r lugar la p r o g r a m a c i ó n de las altas hosp i 
talar ias y de las t rans ferenc ias a o t r o s c e n t r o s . Es o b v i o que estas 
t r e s act iv idades están ligadas e n t r e sí y dependen m u c h o de las ca
racter ís t icas de los pacientes y de l hosp i ta l . En genera l , la m e t o d o 
logía ut i l izada se basa en las cadenas de M a r k o v , p r o g r a m a c i ó n ma
temát i ca , s is temas e x p e r t o s , heuríst icas y s imu lac ión . Ex is ten o t r o s 
m é t o d o s más t rad ic iona les asoc iados con la ru t i na de la organ iza
c ión . D e b i d o a la i n f o r m a c i ó n p recar ia s o b r e la p rev is ión de la de 
manda, s o b r e el f u n c i o n a m i e n t o i n t e r n o y a la comp le j i dad antes 
descr i ta , la mayo r ía de hospi ta les ut i l izan m é t o d o s in fo rma les o ad 
hoc, que con l levan a una mala p lani f icac ión del t a m a ñ o de los serv i 
c ios, la asignación de persona l y la u t i l i zac ión de la capacidad, p r o 
v o c a n d o serias inef ic iencias en f o r m a de horas pun ta y horas val le 
de u t i l i zac ión. Las horas val le suelen c rea r p rob lemas de exceso de 
c o n t r a t a c i ó n . Las horas pun ta p r o v o c a n conges t ión y, d e b i d o a las 
caracter ís t icas in t r ínsecas del persona l de un hosp i ta l , no es fácil 
c o r r e g i r esta conges t i ón c o n c o n t r a t a c i ó n t e m p o r a l . T o d o s estos 
fac to res con l levan a una r e d u c c i ó n de la cal idad del se rv ic io y a un 
a u m e n t o de cos tes . Estos p rob lemas pueden o c u r r i r en t o d o s los 
niveles de la i ns t i t uc ión . Po r o t r o lado, la u t i l i zac ión de m é t o d o s 

5 «First In, First O u t » , el p r imero que llega es el p r imero en ser atendido. 
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cuan t i ta t i vos anal í t icos puede m e j o r a r m u c h o s de es tos p r o b l e m a s 
y consegu i r una u t i l i zac ión más efect iva y e f ic iente de los recu rsos 
d ispon ib les . 

1.2.3. G e s t i ó n y p l a n i f i c a c i ó n d e r e c u r s o s h u m a n o s 

La ges t ión de los r ecu rsos humanos juega un papel p r i m o r d i a l en el 
día a día de los s istemas de a tenc ión sani tar ia. Esto es deb ido , e n t r e 
o t r o s f ac to res , a que el cos te de persona l suele r e p r e s e n t a r la par
t i da más g rande d e n t r o de los cos tes de o p e r a c i ó n del s is tema. D e 
ahí que , cada vez más, los ges to res se c o n c e n t r e n más en buscar 
una m e j o r adm in i s t r ac i ón al en f ren ta rse a p resupues tos más res
t r i c t i v o s . As í c o m o en o t ras organ izac iones, la habi l idad de asoc iar 
los r ecu rsos humanos a la f l uc tuac ión de la demanda afecta d i r ec ta 
m e n t e la ef ic iencia en las ope rac iones y a la cal idad del serv ic io . El 
d e s a r r o l l o de nuevos m é t o d o s para ges t ionar el persona l m é d i c o y 
de e n f e r m e r í a puede c o n t r i b u i r en gran pa r te a la r e d u c c i ó n de los 
costes en la a tenc ión sani tar ia. 

Si b ien , en p r i nc i p i o , la ges t i ón de recu rsos humanos en el á m b i t o 
san i ta r io puede pa rece r un p r o b l e m a s imi lar al de cua lqu ie r o r g a n i 
zac ión ( u n o necesi ta las personas adecuadas en el s i t io adecuado y 
en su m o m e n t o adecuado) , e s t o n o s i empre es así, d e b i d o a var ios 
f ac to res que comp l i can se r i amen te el p r o b l e m a . En p r i m e r lugar, 
ex is te una i n t e r r e l a c i ó n e n t r e los d iversos co lec t i vos a l t amen te es
pecial izados y cual i f icados que t i e n e n que es tar d ispon ib les en un 
m o m e n t o d e t e r m i n a d o para pac ientes d i fe ren tes . Estos co lec t i vos 
inc luyen persona l de en fe rmer ía , de rehab i l i tac ión , méd i cos , t é c n i 
cos y o t r o s . El pe rsona l t i ene que es tar d ispon ib le v e i n t i c u a t r o h o 
ras al día, c o n s i d e r a n d o las f luc tuac iones de la demanda . T a m b i é n 
este t i p o de persona l t i ene sus pre ferenc ias horar ias y cond i c i ones 
de t r a b a j o . M u c h o s de el los t a m b i é n func ionan c o m o pro fes iona les 
independ ien tes , lo que d i f icu l ta su f lex ib i l idad ho ra r ia . En segundo 
lugar, en genera l es m u y difíci l m e d i r la cal idad del t r a b a j o , lo que 
p r o v o c a p r o b l e m a s cuando se p r e t e n d e e n c o n t r a r la c o m b i n a c i ó n 
c o r r e c t a de los pro fes iona les necesar ios para una a tenc ión adecua
da. En t e r c e r lugar, en la mayo r ía de las ca r re ras p ro fes iona les 
ex is te una e s t r u c t u r a organ izat iva plana c o n pocas pos ib i l idades de 
m e j o r a . C o m o consecuenc ia de e l lo , la ges t ión de recu rsos h u m a 
nos t i ene que estar en f ren tándose c o n t i n u a m e n t e a m a n t e n e r la 
sat isfacción del persona l d u r a n t e años e inc luso décadas, para ev i 
t a r cos tes de absen t i smo labora l , r o t a c i ó n de persona l y r e d u c i r el 
d e s c o n t e n t o . 

La mayo r ía de los es tud ios basados en la invest igac ión ope ra t i va se 
han c o n c e n t r a d o en la ges t i ón del persona l de en fe rmer ía . O t r a s 
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apl icaciones se e n c u e n t r a n en la ges t i ón del persona l de l a b o r a t o 
r i o , el d e p a r t a m e n t o de urgencias, de te rap ia resp i ra to r i a , y en el 
á m b i t o de los sistemas de sanidad ges t ionada ( H M O 6). U n a vez 
más, las técnicas más ut i l izadas inc luyen la p r o g r a m a c i ó n m a t e m á t i 
ca, la ges t ión de colas y la s imu lac ión . Po r e j emp lo , una mane ra de 
ges t i ona r la en fe rmer ía es organ izar ía en una je ra rqu ía de t r e s n i 
veles de dec is ión que o p e r a r en p e r í o d o s de t i e m p o d i fe ren tes y 
c o n p rec i s ión t a m b i é n d i f e ren te . Estos son : asignaciones c o r r e c t i 
vas, d iseño de t u r n o s y p lani f icac ión del pe rsona l . Las asignaciones 
co r rec t i vas se real izan d i a r i amen te , el d i seño de t u r n o s de los en 
f e r m e r o s se diseña para un p e r í o d o de e n t r e c u a t r o y o c h o sema
nas, la p lani f icac ión de persona l se suele hacer a un año vista. 

En un d e t e r m i n a d o día y d e n t r o de un t u r n o , la capacidad de pe r 
sonal e n t r e las unidades puede a justarse a f luc tuac iones de la de 
manda y a absen t i smo n o p rev i s t o . Estas asignaciones co r rec t i vas 
dependen de las p re fe renc ias ind iv iduales de los emp leados , de su 
d ispon ib i l idad y de su capac i tac ión . El d iseño de t u r n o s cons is te en 
asoc iar la d ispon ib i l idad de persona l a la carga de t r aba jo esperada 
en las d i fe ren tes un idades. Para cada e m p l e a d o se d e t e r m i n a los 
días de t r aba jo , de descanso y la r o t a c i ó n en un p e r í o d o d e t e r m i 
nado. En este caso, las p re fe renc ias indiv iduales y las necesidades 
t i e n e n que ser cons ideradas para ev i ta r la insat is facción. Estos dos 
niveles de dec is ión son tác t i cos , ya que c o n c i e r n e n a la u t i l i zac ión 
de un persona l ya c o n t r a t a d o p o r la o rgan izac ión c o n sus c o n o c i 
m i e n t o s y especial idades. El t e r c e r nivel c o r r e s p o n d e al de las 
«grandes dec is iones», en el que se d e t e r m i n a n las necesidades a 
m e d i o y largo p lazo de pe rsona l p o r categor ías y especial idades. La 
mayo r ía de los m o d e l o s es tud ian los dos p r i m e r o s niveles. En m u 
chos casos se ut i l izan m o d e l o s e c o n o m é t r i c o s de p rev is ión para 
p r e d e c i r el d iseño de t u r n o s y las necesidades de horas de p e r s o 
nal p o r un idad. O t r o s m o d e l o s se basan en la ges t i ón de colas y en 
la c o m b i n a c i ó n de ésta c o n p r o g r a m a c i ó n l ineal en te ra m i x t a , es to 
es, m o d e l o s l ineales de o p t i m i z a c i ó n , en los cuales algunas de las 
var iables só lo pueden t o m a r va lo res e n t e r o s . 

1.3 . Gestión médica 

1.3.1. C r í b a j e d e e n f e r m e d a d e s 

La i n t r o d u c c i ó n y m e j o r a de tes ts para d e t e c t a r en fe rmedades ha 
imp l i cado un ser io avance en el d iagnós t i co m é d i c o y en la de tec -

6 «Heal th Maintenance Organizat ions», Organizaciones para el Mantenimiento 
de la Salud. 
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c ión de patologías. Estos tes ts se pueden apl icar indiv idual o co lec 
t i v a m e n t e a un s e c t o r de la pob lac ión . Estos dos t i pos de cr iba je 
r e q u i e r e n de una mode l i zac ión d i f e ren te p o r q u e impl ican o b j e t i 
vos d i fe ren tes para los dec iso res , y las res t r i cc iones , p a r á m e t r o s y 
var iables del m o d e l o pueden camb ia r cons ide rab lemen te . Por 
e j e m p l o , en los cr ibajes pob lac iona les , el o b j e t i v o puede ser la m i -
n im izac ión de la preva lenc ia de una e n f e r m e d a d contag iosa en una 
pob lac ión sujeta a las res t r i cc iones de recu rsos . Para un ind iv iduo , 
el o b j e t i v o puede ser la p r o l o n g a c i ó n de la v ida (o de su cal idad) y 
las res t r i cc iones pueden estar asociadas a su capacidad o d i spon ib i 
l idad de pago y los p a r á m e t r o s de las caracter ís t icas indiv iduales de 
los pacientes. En cada caso, los dec isores son t a m b i é n d i fe ren tes : a 
nivel c o l e c t i v o puede ser el d i r e c t o r de un serv ic io de salud o ges
t o r de salud públ ica de una reg ión , y a nivel indiv idual el p r o p i o pa
c ien te o su m é d i c o . 

Los p rog ramas de cr iba je masivos se han u t i l i zado en muchas áreas 
médicas, ta les c o m o el S IDA , hepat i t is A , B, n o - A , no -B , t u b e r c u l o 
sis, sífilis y o t r a s en fe rmedades infecciosas. En algunos países ex is 
t e n p r o t o c o l o s de cr iba je t a n t o para en fe rmedades contagiosas 
c o m o n o contagiosas para real izar p rog ramas nacionales de salud. 
Po r e j emp lo , en el Re ino U n i d o ex is te un p r o t o c o l o de cr iba je p o -
blacional para la d e t e c c i ó n de cáncer de cue l lo de ú t e r o , des t inado 
a r e d u c i r la preva lenc ia de la e n f e r m e d a d y a salvar vidas. 

U n o de los p r o b l e m a s de es tos cr ibajes masivos es su cos te t o t a l . 
Po r un lado, t e n e m o s unos costes d i r e c t o s asociados, tales c o m o 
el persona l y el ma te r ia l necesar ios para adm in i s t r a r el cr iba je. P o r 
o t r o lado t e n e m o s unos costes i nd i rec tos que pueden ser m u y e le
vados, ta les c o m o la inconven ienc ia y la i n c o m o d i d a d pos ib le del 
p r o p i o tes t , el cos te de falsos pos i t i vos que impl ica la rea l izac ión 
de cr ibajes secundar ios y un es t rés e m o c i o n a l , e inc luso el r iesgo 
de daño f ís ico s o b r e la pe rsona ( p o r e j emp lo , el e fec to acumu lado 
de expos i c i ón de rayos X o daño p o r una cirugía innecesar ia) . Po r 
lo t a n t o , al d iseñar un c r iba je hay que t e n e r en cuenta , e n t r e o t r a s 
cosas: ( I ) el i n t e r c a m b i o e n t r e el cos te del t es t , que aumen ta t a n t o 
c o n la f recuenc ia de su ap l icac ión c o m o c o n la p rec is ión del t e s t 
u t i l i zado; (2) el i n s t r u m e n t o de apl icac ión y las tecno logías ex i s t en 
tes ; (3) la f recuenc ia de ap l icac ión; (4) el t a m a ñ o de la mues t ra ; (5) 
los p rob lemas logíst icos asociados a la i m p l e m e n t a c i ó n del c r iba je 
y (6) la preva lenc ia de la c o n d i c i ó n a c r ibar . 

Los es tud ios ep idem io lóg i cos son una de las áreas de invest igac ión 
más desar ro l ladas d e n t r o del d iseño de cr ibajes. Estos es tud ios se 
p r e o c u p a n de desa r ro l l a r m o d e l o s desc r ip t i vos de los p rocesos de 
la e n f e r m e d a d , su p r o g r e s i ó n y los f ac to res causales. En el caso de 
en fe rmedades contag iosas, se han desa r ro l l ado m o d e l o s estadíst i -
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eos y m a t e m á t i c o s (de ecuac iones d i ferencia les) para desc r i b i r el 
c r e c i m i e n t o , la m a d u r e z y el decl ive de varias en fe rmedades espe
cíficas. O t r o c a m p o de invest igac ión asoc iado al cr iba je es el es tu 
d io del m a n t e n i m i e n t o , es dec i r , la mode l i zac ión de la t o m a de de
cis iones s o b r e la inspecc ión y conse rvac ión de unidades o sistemas 
su je tos a d e t e r i o r o u obso lescenc ia . En este caso se apl ican m o d e 
los que inc luyen la p r o g r a m a c i ó n ma temát i ca y la s imu lac ión . 

Los m o d e l o s de cr iba je indiv idual i n c o r p o r a n , f r e c u e n t e m e n t e , i n 
f o r m a c i ó n s o b r e la p r o g r e s i ó n de la e n f e r m e d a d e in ten tan m i n i m i 
zar la d i fe renc ia e n t r e el t i e m p o espe rado de de tecc ión de la en fe r 
medad y su apar i c ión , o m a x i m i z a r la d i fe renc ia e n t r e el t i e m p o de 
de tecc ión a t ravés del cr iba je y el t i e m p o de a u t o - d e t e c c i ó n o de 
apar ic ión de s ín tomas ev identes de la e n f e r m e d a d . Estos m o d e l o s 
t i enen una e s t r u c t u r a t e m p o r a l para el i nd iv iduo , p o r q u e éste, a lo 
largo de su v ida, está su je to a probab i l idades cond ic iona les d i f e ren 
tes de que aparezca la e n f e r m e d a d . Por lo t a n t o , la p r o g r a m a c i ó n 
t e m p o r a l de los cr ibajes se d e t e r m i n a secuenc ia lmente c o n la u t i l i 
zac ión de resu l tados a n t e r i o r e s , o s imu l táneamen te para t o d a la 
v ida, p o r e j e m p l o , cada x años. M u c h o s es tud ios han s ido e labo ra 
dos para o b t e n e r un uso e f ic ien te de los cr ibajes a nivel ind iv idua l . 
Se ha d e m o s t r a d o que , en genera l , u t i l i zando la e t io logía y el p r o 
g reso de una e n f e r m e d a d y su re lac ión c o n la e fec t iv idad del c r iba -
je , la f iabi l idad del cr iba je y el t i e m p o de de tecc i ón pueden ser m o -
del izados más c o m o una func ión del es tado de la e n f e r m e d a d que 
c o m o su inc idenc ia p o r de fec to . Po r e j emp lo , en el caso de de tec 
c ión de cáncer de mama, se han desa r ro l l ado m o d e l o s m a t e m á t i 
cos para exp l i ca r su evo luc i ón , y después se ut i l izan los resu l tados 
para d iseñar el c r iba je ó p t i m o . La tasa de la p r o g r e s i ó n de la en fer 
medad fue exp l í c i t amen te inc lu ida c o m o un f a c t o r que afecta la 
p robab i l i dad de d e t e c c i ó n de la e n f e r m e d a d . O t r o s m o d e l o s de 
de tecc ión de cáncer de m a m a inc luyen dos a t r i b u t o s que con l levan 
i n f o r m a c i ó n s o b r e la e fec t iv idad del cr iba je: la mamogra f ía y la edad 
del i nd i v iduo . M o d e l i z a n d o estos fac to res c o m o var iables a lea to 
rias se pueden de r i va r resu l tados analí t icos para la sensibi l idad 
(tasa pos i t iva ve rdade ra ) y la especi f ic idad (tasa negativa v e r d a d e 
ra) de los p r o c e d i m i e n t o s de tes t , u t i l i zando r e p e t i d a m e n t e una 
a p r o x i m a c i ó n basada en la estadíst ica bayesiana. Este t i p o de t r a b a 
jos se ha e x t e n d i d o a o t r o s t i pos de cáncer , tales c o m o los de c o 
lon y de cé rv i x , y t a m b i é n a en fe rmedades no-cancer ígenas ni c o n 
tagiosas, c o m o puede ser la de tecc i ón de g laucoma. 

1.3.2. D e c i s i ó n c l ín ica 

La c o n t r i b u c i ó n de la invest igac ión ope ra t i va a la p r e v e n c i ó n de e n 
fe rmedades y a la ges t ión de pacientes cons t i t uye una ex tensa y 
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c rec ien te área de invest igac ión s o b r e serv ic ios san i tar ios . Este área 
se con f igu ra c o m o un h íb r i do que reúne las matemát icas , el análisis 
es t r uc tu ra l de la invest igac ión ope ra t i va y las me todo log ías de o b 
t e n c i ó n de so luc iones ( o p t i m i z a c i ó n , heurís t icas, s imu lac ión) j u n t o 
con un c o n o c i m i e n t o p r o f u n d o de los aspectos b io lóg icos , e c o n ó 
m icos y sociales de la a tenc ión sanitar ia. 

El análisis de decisiones se ha c o n v e r t i d o en un i n s t r u m e n t o ampl ia 
m e n t e u t i l i zado a la h o r a de anal izar dec is iones médicas y la e f ic ien
cia de la p rác t i ca cl ínica. U n o de los p r i m e r o s p r inc ip ios al es tud ia r 
una dec is ión en d o n d e ex is te r iesgo e i n c e r t i d u m b r e es la d e t e r m i 
nac ión de los a t r i b u t o s , la e s t r u c t u r a y los resu l tados de la dec is ión 
j u n t o c o n sus p robab i l idades c o n c o m i t a n t e s . En genera l se usan ár
bo les de dec is ión para m o s t r a r las p robab i l idades , resu l tados y n o 
dos de dec is ión para p r o b l e m a s comp le j os , ta les c o m o t r a t a m i e n 
t o s de i r rad iac ión de t i r o i d e s d u r a n t e la infancia o t r a t a m i e n t o s de 
en fe rmedades en a r te r ias co rona r i as . El aspec to pr inc ipa l a d e t e r 
m ina r en este t i p o de árbo les es la ident i f i cac ión de n o d o s c r í t i cos 
o de aquel las var iables que son i m p o r t a n t e s a la h o r a de t o m a r la 
dec is ión o que el t o m a d o r de dec is iones qu i e re mod i f i ca r . En se
g u n d o lugar, se si túa el análisis de sensibi l idad de los p a r á m e t r o s 
del m o d e l o , y c o n especial a tenc ión a las p robab i l idades fi jadas ex 
ante, para e x a m i n a r cambios en los resu l tados y la r o b u s t e z del 
m o d e l o . 

O t r a s ap l icac iones de dec is ión cl ínica se encuen t ran en lo que se 
d e n o m i n a mejora del resultado, es dec i r , el i n t en ta r m e j o r a r la p r e c i 
s ión de los d iagnóst icos en cond i c i ones agudas y /o c rón icas , y en la 
m e j o r a de los resu l tados de las estrategias de cr iba je . U n e j e m p l o 
de este t i p o de apl icaciones cons is te en i n t en ta r m o d e l i z a r el t r a t a 
m i e n t o f a r m a c o l ó g i c o de la h i p e r t e n s i ó n . En p r i m e r lugar se desa
r r o l l a una r e p r e s e n t a c i ó n es tocást ica del t r a t a m i e n t o de h i p e r t e n 
s ión que p red i ce el r esu l t ado de regímenes de t r a t a m i e n t o an -
t i - h i p e r t e n s i v o obse rvados en s i tuac iones clínicas. Esto se rea l izó 
en la p rác t i ca u t i l i zando inputs de e x p e r t o s para d e t e r m i n a r los d i 
f e ren tes p r o t o c o l o s de t r a t a m i e n t o y los resu l tados asociados. Se 
i nc l uye ron en el e s t u d i o la e fec t iv idad del r ég imen de t r a t a m i e n t o , 
e fec tos co la te ra les , cos tes , s ín tomas de h i p e r t e n s i ó n , y se ut i l iza
r o n c o m o resu l t ado las d i ferencias e n t r e la p res ión sanguínea p r e 
sentada p o r el pac ien te y la n o r m a l . C o n es tos p a r á m e t r o s se p u 
d i e r o n d e t e r m i n a r las p robab i l i dades de que un pac iente t u v i e r a la 
p res ión sanguínea c o n t r o l a d a en una visi ta d e t e r m i n a d a . A c o n t i 
nuac ión se o b t u v i e r o n , a t ravés de e x p e r t o s en el t e m a , las p r o b a 
bi l idades de que un pac iente n o vuelva a la consu l ta cuando su p r e 
s ión no está c o n t r o l a d a , y de que los pacientes se p ie rdan . Estos 
p a r á m e t r o s se inc luyen en un a l g o r i t m o que d e t e r m i n a el t r a t a 
m i e n t o ó p t i m o c o n la i n f o r m a c i ó n ob ten ida . D i c h o s resu l tados 
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f u e r o n val idados c o m p a r á n d o l o s a es tud ios s o b r e resu l tados de 
t r a t a m i e n t o s a l te rna t i vos . 

El análisis cos te -bene f i c io ( A C B ) y el análisis cos te -e fec t i v idad 
( A C E ) se encuadran en una t e r c e r a área en d o n d e la invest igac ión 
ope ra t i va ha c o n t r i b u i d o sus tanc ia lmente al avance de la ges t ión 
méd ica . En p r i m e r lugar, la invest igac ión ope ra t i va puede ser út i l 
para ident i f i car los cos tes san i tar ios ne tos , que inc luyen costes d i 
r e c t o s de a tenc ión méd ica , más los costes d e b i d o a e fec tos co la te 
rales negat ivos del t r a t a m i e n t o , m e n o s el cos te de la m o r b i d i d a d , 
ya que estos ú l t imos r e p r e s e n t a n los a h o r r o s de los que se benef i 
cia el s e c t o r san i ta r io d e b i d o a la p r e v e n c i ó n de la e n f e r m e d a d . En 
segundo lugar su c o n t r i b u c i ó n rad ica en ayudar a d e t e r m i n a r la 
e fec t iv idad sani tar ia ne ta , es dec i r , el a u m e n t o de años de v ida de 
b ido al t r a t a m i e n t o , mas el a u m e n t o de años ganados gracias a la 
e l im inac ión de la m o r b i d i d a d . Después se res tan los años de v ida 
p e r d i d o s d e b i d o a e fec tos co la tera les . Estos años, en genera l , se 
ajustan p o r cal idad de v ida ( Q A L Y s 7). D e aquí se o b t i e n e el r a t i o 
cos te -e fec t i v idad (costes d i v i d i do p o r los e fec tos ne tos ) . El análisis 
cos te -bene f i c io , p o r o t r o lado, p o n e un v a l o r m o n e t a r i o a los efec
t o s ne tos y después exam ina si los benef ic ios son supe r i o res a los 
cos tes . Sin e m b a r g o , este s is tema suele ser c o n t r o v e r t i d o p o r q u e 
obl iga a v a l o r a r la v ida humana en a lgunos casos. Exis ten varias t éc 
nicas para o b t e n e r es te va lo r , que inc luyen la d ispon ib i l idad a 
pagar, o la va lo rac ión de capi ta l h u m a n o . Por su pa r te , el A C E de 
t e r m i n a la ef ic iencia re la t iva de un t r a t a m i e n t o d e t e r m i n a d o , y 
c o m p a r a n d o c o n t r a t a m i e n t o s de en fe rmedades o cond ic iones s i 
mi la res se puede iden t i f i ca r una f r o n t e r a e f ic iente y un t r a t a m i e n t o 
« ó p t i m o » . Sin e m b a r g o , esta c o m p a r a c i ó n en m u c h o s casos resu l ta 
difíci l p o r q u e cada t r a t a m i e n t o puede t e n e r es t ruc tu ras d i fe ren tes 
t a n t o de p r o c e s o c o m o de resu l t ado . Po r lo t a n t o , la mayo r ía de 
dec is iones se dest inan más a la m e j o r a de la ef ic iencia que a la o b 
t e n c i ó n de op t ima l i dad . 

U n e j e m p l o de ap l icac ión de técn icas de invest igac ión ope ra t i va 
d e n t r o del A C B es la dec is ión de inve rs ión en tecno log ía . Po r 
e j e m p l o , se puede s imu la r una f u n c i ó n de u t i l i zac ión de equ ipa
m i e n t o y, a t ravés del análisis de M o n t e C a r i o j u n t o c o n la i n f o r m a 
c i ón de los costes de i nve rs i ón , se puede d e t e r m i n a r ba jo qué pa
t r o n e s de ut i l i zac ión la i nve rs ión es ren tab le . 

C o m o se ha v i s to en este cap í tu lo , la invest igac ión ope ra t i va se u t i 
liza en m u c h o s de los á m b i t o s re lac ionados c o n la a tenc ión sani ta
r ia. Cada vez más se ut i l izan estas técn icas para ayudar al dec i so r a 

7 «Qual i ty-Adjusted Life Years», años de vida ajustados po r calidad. 
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t o m a r dec is iones comple jas en un m u n d o en d o n d e los p resupues
t o s son cada vez más res t r i c t i vos y los recu rsos más escasos. Po r 
o t r o lado, gracias al avance en el m u n d o de la i n fo rmá t i ca t a n t o a 
nivel de equ ipos ( « h a r d w a r e » ) c o m o de p rog ramas («so f twa re» ) 
específ icos, su apl icac ión resu l ta cada vez más sencil la y su abanico 
cada vez más amp l i o . Por un lado, p rob lemas que n o podían r e s o l 
verse hace una década h o y son t r iv ia les en t é r m i n o s de t i e m p o de 
o r d e n a d o r ; p o r o t r o lado, cada vez más se desar ro l lan sistemas 
« e x p e r t o s » que s impl i f ican y p o r lo t a n t o faci l i tan m u c h o la p r o g r a 
mac ión de los m o d e l o s . T a m b i é n ex is ten muchas revistas especia l i 
zadas y manuales de invest igac ión ope ra t i va para t o d o s los niveles. 

1.4. Dos ejemplos de aplicación de la investigación 
operativa en el ámbito sanitario 

1.4.1. P l a n i f i c a c i ó n y as ignac ión de r e c u r s o s en u n s i s t e m a 
de s a l u d m e n t a l 8 

El o r g a n i s m o responsab le del s is tema de salud men ta l de un país, 
reg ión o c iudad , t i ene , e n t r e o t ras , la responsabi l idad de plani f icar 
un p r o g r a m a de a p o y o e in teg rac ión de e n f e r m o s menta les de esa 
reg ión , y ges t ionar los r ecu rsos y serv ic ios de t r a t a m i e n t o para 
este g r u p o de e n f e r m o s . Este ha s ido el t e m a pr inc ipa l del t r a b a j o 
desar ro l lado p o r H. Stephen Leff, Maqboo l Dada y Stephen C. G r a 
ves [ 1986] que se o f r e c e a c o n t i n u a c i ó n . En este es tud io se p resen 
ta un m o d e l o genera l para la r ep resen tac ión del p r o b l e m a de p lan i 
f icac ión y asignación de recu rsos de un s is tema de salud men ta l , ba
sado en técnicas cuant i ta t ivas tales c o m o el re la t i vo a cadenas de 
M a r k o v y a la p r o g r a m a c i ó n l ineal y l ineal en te ra . Este m o d e l o es 
u t i l i zado c o m o una h e r r a m i e n t a de ayuda a la dec is ión para los res 
ponsables del s is tema de salud men ta l , p e r m i t i e n d o hacer un uso 
más e fec t i vo de los recu rsos , s imu la r escenar ios f u t u r o s y dar res 
puesta a preguntas del t i p o «¿qué pasaría sí...?». Su i m p l e m e n t a c i ó n 
se ha rea l izado a t ravés de los Sistemas de A p o y o C o m u n i t a r i o 
( C o m m u n i t y S u p p o r t Systems) , responsables del Sistema de Salud 
Men ta l , en los Estados U n i d o s . 

Las pr inc ipales respuestas del m o d e l o se d i r igen a la p lani f icación y 
asignación de recu rsos a lo largo del t i e m p o y a la asignación de 
serv ic ios a categor ías de e n f e r m o s , r espe tando la cant idad de r e 
cursos d ispon ib le y que cada e n f e r m o rec iba un t r a t a m i e n t o ade-

8 H. Stephen Leff, Maqbool Dada y Stephen C. Graves [1986] , «An LP planning 
model fo r a mental health commun i t y suppor t system», Alonogement Sc/'ence, 32, 
n ° 2, 139-155. 
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cuado a su categor ía . A d e m á s , el m o d e l o p e r m i t e hacer un segui
m i e n t o y eva luac ión del p r o g r a m a . 

La c o n s t r u c c i ó n del m o d e l o m u l t i - p e r í o d o t i ene t r e s fases: 

1. De f i n i r las categorías de e n f e r m o s . Se p r e t e n d e o b t e n e r una 
clasi f icación de los e n f e r m o s en func ión de sus necesidades y 
de su respuesta a d e t e r m i n a d o t r a t a m i e n t o . 

2 . D e f i n i r un c o n j u n t o de serv ic ios . O b t e n e r una l ista de serv i 
c ios de a c u e r d o c o n las necesidades de los e n f e r m o s y c o n la 
d ispon ib i l idad de los recu rsos , basada en la exper ienc ia y c o 
n o c i m i e n t o s méd icos . 

3. Planif icar y asignar los recu rsos . El o b j e t i v o es asignar los c o n 
j u n t o s de serv ic ios a las d ist in tas categorías de e n f e r m o s a lo 
largo de l t i e m p o , usando so lamen te los recu rsos d ispon ib les 
en cada p e r í o d o y m i n i m i z a n d o (o max im i zando ) un d e t e r m i 
nado o b j e t i v o . 

La m e t o d o l o g í a usada en la p r i m e r a fase se basa en técn icas esta
díst icas, para la recog ida de da tos y la d e t e r m i n a c i ó n del h is to r ia l 
del e n f e r m o . Las categor ías de los e n f e r m o s se def inen en base a la 
exper ienc ia y c o n o c i m i e n t o s méd icos . A lo largo del t i e m p o , los 
e n f e r m o s pueden sal ir del s is tema, nuevos e n f e r m o s pueden e n 
t r a r , y t a m b i é n los e n f e r m o s pueden cambiar de categor ía c o m o 
respuesta pos i t i va o negat iva a un t r a t a m i e n t o . Las cadenas de 
M a r k o v son una técn ica estadíst ica m u y estud iada que p e r m i t e la 
rep resen tac ión de es tos cambios p o r m e d i o de las p robab i l idades 
de t r ans i c i ón . La segunda fase se hará con base a la expe r ienc ia y 
c o n o c i m i e n t o s méd i cos . 

En la t e r c e r a fase, re la t iva a la p lani f icac ión y asignación de r e c u r 
sos, la m e t o d o l o g í a usada se basa en técnicas de p r o g r a m a c i ó n l i 
neal y p r o g r a m a c i ó n l ineal en te ra . La técn ica cuant i ta t iva de p r o 
g ramac ión l ineal es una de las más usadas para la asignación ó p t i m a 
de recu rsos en una o rgan izac ión . El p r o b l e m a se f o r m u l a c o m o un 
m o d e l o m u l t i - p e r í o d o de p r o g r a m a c i ó n l ineal, de f in iendo la f u n 
c ión o b j e t i v o de m in im izac ión (o max im izac ión ) ; p o r e j e m p l o , m i 
n imizar el n ú m e r o de e n f e r m o s en de te rm inadas categorías al f inal 
del h o r i z o n t e t e m p o r a l , c o n s t r u y e n d o las res t r i cc iones relat ivas a 
la d ispon ib i l idad de los recu rsos y garantías de que t o d o s los en fe r 
m o s tengan t r a t a m i e n t o . El paso s iguiente es la r eso luc i ón del p r o 
b lema med ian te un p r o g r a m a i n f o r m á t i c o para la o b t e n c i ó n de la 
so luc ión ó p t i m a . T a m b i é n se pueden s imular d i fe ren tes escenar ios 
camb iando las res t r i cc iones y /o la f unc ión o b j e t i v o en el m o d e l o 
m u l t i - p e r í o d o . 
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En el e s t u d i o c o m e n t a d o , los a u t o r e s c i tan que m u c h o s responsa
bles de s is temas de salud han usado este m o d e l o c o n é x i t o en la 
t o m a de dec is iones estratégicas y en la de f in ic ión de pol í t icas re la 
c ionadas c o n la p lani f icac ión y asignación de recu rsos en un s is tema 
de salud. P o r e j e m p l o , con este t i p o de m o d e l o s se pueden o b t e 
ne r d i s t i n tos escenar ios , va r i ando el p resupues to y es tud ia r el i m 
pac to de es tos camb ios , sab iendo que para cada p r e s u p u e s t o se 
hace el m e j o r uso de los r ecu rsos d ispon ib les , o anal izar las conse 
cuencias de a b r i r nuevos serv ic ios . C o n esta h e r r a m i e n t a de ayuda 
a la dec is ión , las dec is iones son basadas en la m e j o r asignación p o 
sible de los r ecu rsos d ispon ib les , usando técn icas cuant i ta t ivas y s i 
mu lac ión de escenar ios , y n o s imples dec is iones subjet ivas. 

1.4.2. P r o g r a m a c i ó n de serv ic ios de s a l u d a d o m i c i l i o 9 

En la actual idad ex is ten diversas organizaciones que o f recen serv i 
cios de salud en el domic i l i o de los pacientes, tales c o m o serv ic ios 
de en fe rmer ía . El pr inc ipal ob je t i vo de estas organizaciones es hacer 
un uso ef ic iente de sus recursos para m e j o r a r la calidad del serv ic io 
e i n c r e m e n t a r la p roduc t i v i dad , p e r o al m i s m o t i e m p o reduc iendo 
costes. El pr inc ipal r ecu rso de estos servic ios de salud es el personal 
de en fe rmer ía que se desplaza al domic i l i o de los pacientes. D e este 
m o d o , u n o de sus pr incipales p rob lemas es hacer la p rog ramac ión 
semanal y diar ia de las visitas de cada en fe rmera d isponib le al d o m i 
ci l io de los pacientes y d e t e r m i n a r el o r d e n de las visitas, m in im izan
d o costes y garant izando una de te rm inada calidad de serv ic io. 

Begur, M i l l e r & W e a v e r [ 1 9 9 7 ] p resen tan un s is tema de ayuda a la 
dec is ión para la p r o g r a m a c i ó n semanal y d iar ia de las visitas de pe r 
sonal de e n f e r m e r í a a pacientes en su p r o p i o d o m i c i l i o . El p r o y e c 
t o ha s ido rea l izado p o r la Un i ve rs idad de A labama, E E U U , y p o r la 
«V is i t ing N u r s e s A s s o c i a t i o n » , que está usando el s is tema. En los 
Estados U n i d o s ex is ten más de 10.000 organ izac iones que o f r e c e n 
serv ic ios de e n f e r m e r í a o salud en genera l a d o m i c i l i o , y s iendo su 
t endenc ia la de c r e c e r en el f u t u r o p r ó x i m o . 

El s is tema de ayuda a la dec is ión t i e n e los s iguientes c o m p o n e n t e s : 
una base de da tos , un s is tema de i n f o r m a c i ó n geográ f i co , un s is te
ma de p r o g r a m a c i ó n semanal y d ia r i o de visi tas y un s is tema de 
« in te r face» visual . 

El s is tema de bases de da tos i n c o r p o r a t o d o s los da tos re la t i vos al 
pe rsona l , los e n f e r m o s , las visi tas real izadas y a real izar, y un anál i -

9 S. V. Begur, D. M. Mi l ler and J. R. W e a v e r [ 1997], «A Integral Spacial DSS fo r 
Schedullng and Routing Home-Hea l th -Care Nurses», Interfaces, 27: 4, 35-48. 
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sis de p r o d u c t i v i d a d . En algunos casos, t a m b i é n se ha i n c o r p o r a d o 
una c o n e x i ó n al s is tema i n f o r m á t i c o de con tab i l i dad de la o rgan iza
c i ó n . La i n f o r m a c i ó n o b t e n i d a en este s is tema s i rve de base para el 
s is tema de p r o g r a m a c i ó n y de in te r face visual. 

U n a de las caracter ís t icas que más faci l i tan el uso de t o d o el s is te
ma es la i n c o r p o r a c i ó n de un Sistema de I n f o r m a c i ó n Geográ f i ca 
(SIG). El s o f t w a r e escog ido es el M A P I N F O . Este s is tema p e r m i t e 
v isual izar la p r o g r a m a c i ó n del pe rsona l en global o en pa r t i cu la r 
para cada ca tegor ía de p ro fes iona les , med ian te mapas dig i ta l izados 
de la r eg ión . A d e m á s , la mod i f i cac ión de los planes se t o r n a m u y 
senci l la y fáci l de hacer . 

El p r o b l e m a de p r o g r a m a c i ó n semanal y d ia r i o de las visi tas se r e 
suelve med ian te técn icas cuant i ta t ivas de o p t i m i z a c i ó n c o m b i n a t o 
r ia, conoc idas c o m o heur ís t icas. Estas técn icas p e r m i t e n o b t e n e r el 
o r d e n de visi tas y el h o r a r i o para cada e n f e r m e r o , m i n i m i z a n d o los 
costes de viaje, o sea de t r a b a j o n o p r o d u c t i v o , y garan t i zando que 
se respeta el h o r a r i o de t r a b a j o de los e n f e r m e r o s y los requ is i tos 
especiales de cada pac ien te , en t é r m i n o s de t i e m p o y serv ic io de 
e n f e r m e r í a adecuado. La heur ís t i ca i m p l e m e n t a d a se basa en una 
adaptac ión al p r o b l e m a especí f ico de la c o n o c i d a heur ís t ica de 
C l a r k & W r i g h t para p r o b l e m a s de r u t e o de vehícu los . 

F ina lmente , el s is tema de in te r face visual p e r m i t e al usuar io v e r la 
p r o g r a m a c i ó n d iar ia en un mapa, y t a m b i é n o t r o t i p o de i n f o r m a 
c ión c o m o , p o r e j e m p l o , el o r d e n de las visitas a real izar en d e t e r 
m i n a d o día para cada e n f e r m e r a / o , el h o r a r i o de las visi tas y su car
ga h o r a r i a t o t a l . T a m b i é n p e r m i t e al usuar io mod i f i ca r la p r o g r a 
mac ión de una f o r m a m u y fácil y senci l la, y hacer análisis de 
d is t i n tos escenar ios . 

El s is tema de ayuda a la dec is ión para la p r o g r a m a c i ó n de las visi tas 
ha s ido a d o p t a d o p o r la «V is i t ing N u r s e s A s s o c i a t i o n » y o t r a s ins t i 
t u c i o n e s , y ha sus t i t u ido la p r o g r a m a c i ó n manua l , que e ra la h e r r a 
m i e n t a más usada hasta ese m o m e n t o . Para u t i l i zar este s is tema se 
necesi ta un PC, lo que p e r m i t e hacer la p r o g r a m a c i ó n en m u y 
p o c o t i e m p o , de una f o r m a cons i s ten te y f iable, y a h o r r a n d o t i e m 
p o de persona l cual i f icado en la p r e p a r a c i ó n de los planes. Las so l u 
c iones iniciales ob ten idas p o r el s is tema r e d u c e n de f o r m a signif i 
cat iva los t i e m p o s de viaje. El s is tema de i n f o r m a c i ó n geográf ica y 
el ¡nterfase grá f ico han p e r m i t i d o una fácil acep tac ión y aprend iza je 
del uso del s is tema. A d e m á s , p e r m i t e al usuar io hacer análisis de 
d i fe ren tes escenar ios , c a m b i a n d o la so luc ión in ic ia lmente p r o p u e s 
ta p o r el s is tema. O t r a p res tac i ón del s is tema es la o b t e n c i ó n de la 
d o c u m e n t a c i ó n de cada e n f e r m e r o , i nd i cando para cada u n o el o r 
den de las visi tas, h o r a r i o y mapas c o n la ub icac ión de los d o m i c i -
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l ios a v is i tar , a h o r r a n d o de este m o d o la pé rd ida de t i e m p o en la 
búsqueda de los dom ic i l i o s de los pacientes. Los au to res calculan 
que para un escenar io c o n 7 e n f e r m e r o s y 4 0 visitas p o r día, se 
a h o r r a con este s is tema cerca de 20 .000 dó la res al año en costes 
de viajes, de persona l y p repa rac ión de la d o c u m e n t a c i ó n . 





2. PROGRAMACION LINEAL I: 
FORMULACIÓN DE PROBLEMAS 

2 . 1 . Introducción 

El d e s a r r o l l o de la p r o g r a m a c i ó n l ineal, según m u c h o s au to res , ha 
r e p r e s e n t a d o u n o de los avances c ient í f icos más i m p o r t a n t e s des
de med iados del siglo X X . A c t u a l m e n t e es una h e r r a m i e n t a ut i l iza
da en m u c h o s campos de la adm in i s t r ac i ón , de la e c o n o m í a y de la 
ingenier ía. Ex is ten m u c h o s l ib ros de t e x t o s o b r e el t e m a y mi les de 
a r t í cu los c ient í f icos en revistas especial izadas. 

La p r o g r a m a c i ó n l ineal es un caso especial de la p r o g r a m a c i ó n ma
temá t i ca , en d o n d e t o d a s las func iones que hay en el m o d e l o son l i 
neales: s i e m p r e t e n e m o s una f unc ión o b j e t i v o l ineal a o p t i m i z a r 
( m a x i m i z a r o m i n i m i z a r ) , su jeta a res t r i cc iones l ineales ind iv idua
les. Las var iables del m o d e l o , que son con t inuas , ún i camen te pue 
den coge r va lo res n o negat ivos. Si b ien puede pa rece r que estos 
supues tos qu i tan rea l i smo al p r o b l e m a p o r q u e el m o d e l a d o r está 
l im i tado al uso de ecuac iones que quizás no son f r ecuen tes en el 
m u n d o rea l , las técn icas de p r o g r a m a c i ó n l ineal se ut i l izan en un 
amp l í s imo e s p e c t r o de p r o b l e m a s c o m o , e n t r e o t r o s , de plani f ica
c ión y ges t ión de recu rsos humanos y mater ia les , de t r a n s p o r t e , de 
p lani f icac ión f inanc iera y de o rgan izac ión de la p r o d u c c i ó n . En de f i 
n i t iva, una ex tensa gama de p r o b l e m a s que aparecen en las áreas 
de t i p o indus t r ia l , e c o n ó m i c o , adm in i s t r a t i vo , mi l i tar . . . 

El t é r m i n o programación t i ene su o r i gen en la p lani f icac ión de las 
act iv idades que se real izan en una o rgan izac ión tal c o m o una fáb r i 
ca, un hosp i ta l , una compañ ía aérea o un o r g a n i s m o púb l i co , en 
d o n d e hay un o b j e t i v o a o p t i m i z a r (max im izac ión de benef ic ios , 
m in im izac ión de cos tes , max im izac ión de la c o b e r t u r a sani tar ia, 
e t cé te ra ) . N o t e n e m o s que c o n f u n d i r este t é r m i n o c o n la « p r o g r a 
mac ión» en re fe renc ia a la p repa rac i ón de una ser ie de ó r d e n e s e 
i ns t rucc iones de un lenguaje i n f o r m á t i c o en un o r d e n a d o r . 
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Orígenes de la programación lineal 

La p r o g r a m a c i ó n l ineal, si b ien ac tua lmen te se ut i l iza f r e c u e n t e 
m e n t e para reso l ve r p r o b l e m a s de dec is ión , e ra casi desconoc ida 
antes de 1947. N i n g u n a invest igac ión signif icat iva fue real izada an 
tes de esta fecha, si b ien hay que m e n c i o n a r que , a l r e d e d o r de 
1823, el m a t e m á t i c o f rancés Jean Bapt is te Joseph F o u r i e r parecía 
c o n o c e r el po tenc ia l del t e m a . 

U n m a t e m á t i c o r uso , Leon id V i ta l i ev i t x K a n t o r o v i t x , que pub l i có 
una ex tensa monogra f ía en 1939, Moíemot/ íxesk/e Me tod i Organisat-
si i Planirovaniia Proisvodstva ( m é t o d o s ma temá t i cos para la o r g a n i 
zac ión y p lani f icac ión de la p r o d u c c i ó n ) fue el p r i m e r inves t igador 
en r e c o n o c e r que una ampl ia gama de p r o b l e m a s de p r o d u c c i ó n y 
d i s t r i b u c i ó n tenían una e s t r u c t u r a ma temá t i ca y, que p o r lo t a n t o , 
se puedan f o r m u l a r c o n un m o d e l o m a t e m á t i c o . Desg rac iadamen
t e sus p ropues tas f u e r o n desconoc idas t a n t o en U n i ó n Soviét ica 
c o m o en el o c c i d e n t e d u r a n t e dos décadas. D u r a n t e este p e r í o d o , 
la p r o g r a m a c i ó n l ineal e x p e r i m e n t ó un gran d e s a r r o l l o t a n t o en 
Estados U n i d o s c o m o en Europa . Después de la segunda g u e r r a 
mund ia l , f unc iona r i os del g o b i e r n o a m e r i c a n o c o n s i d e r a r o n que la 
c o o r d i n a c i ó n de las energías de t o d a una nac ión d e b i d o al pe l ig ro 
de una g u e r r a nuc lear r eque r i r í a la u t i l i zac ión de técnicas c ient í f i 
cas de p lan i f icac ión. C o n la apar i c ión del o r d e n a d o r es to se h izo 
pos ib le . Las Fuerzas A é r e a s de los Estados U n i d o s se pus ie ron a 
t raba ja r i n tensamen te . Se p r o p u s o un m o d e l o de p r o g r a m a c i ó n l i 
neal p o r su s impl ic idad y apl icabi l idad, sin de jar de dar un m a r c o lo 
su f i c i en temen te a m p l i o para r e p r e s e n t a r act iv idades i n t e r d e p e n -
d ien tes que han de c o m p a r t i r r ecu rsos escasos. El s is tema ( c o m o , 
p o r e j emp lo , la p r o d u c c i ó n indus t r ia l ) se c o m p o n e de diversas ac
t iv idades re lac ionadas e n t r e ellas ( f o r m a c i ó n , fab r i cac ión , a lmace
naje, t r a n s p o r t e , d i s t r i b u c i ó n y ven ta ) . Este fue el p r i m e r m o d e l o 
de p r o g r a m a c i ó n l ineal c o n o c i d o . 

2 . 2 . Formulación de modelos 

En esta secc ión se p resen tan a lgunos e jemp los de los p r o b l e m a s 
c o n los cuales se puede e n c o n t r a r una organ izac ión y c ó m o la p r o 
g ramac ión l ineal puede exp resa r l os m a t e m á t i c a m e n t e . 

2 . 2 . 1 . U n p r o b l e m a d e as ignac ión d e p e r s o n a l 

El hosp i t a l O p t s a l u d ha d e c i d i d o a m p l i a r su s e r v i c i o de u r g e n 
cias ( a b i e r t o las v e i n t i c u a t r o h o r a s ) c o n la c o n s i g u i e n t e neces i 
dad de n u e v o p e r s o n a l de e n f e r m e r í a . La g e r e n c i a de l h o s p i t a l 
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ha e s t i m a d o las neces idades m ín imas de p e r s o n a l p o r t r a m o s 
h o r a r i o s pa ra p o d e r c u b r i r las u rgenc ias q u e se p r e s e n t e n . Se 
d e f i n i e r o n seis t r a m o s de c u a t r o h o r a s . La neces idad m í n i m a de 
p e r s o n a l en cada t r a m o se ind ica en el C u a d r o 2 . 1 . P o r o t r o 
l ado , el d e p a r t a m e n t o de r e c u r s o s h u m a n o s ha i n f o r m a d o a ge 
r e n c i a q u e los c o n t r a t o s l abo ra les han de se r de o c h o ho ras se
gu idas , según el C o n v e n i o f i r m a d o c o n los s i nd i ca tos , i n d e p e n 
d i e n t e m e n t e de los h o r a r i o s de e n t r a d a y sal ida de l p e r s o n a l . El 
p r o b l e m a es e n c o n t r a r el n ú m e r o m í n i m o de p e r s o n a l necesa
r i o pa ra c u b r i r la d e m a n d a . 

C U A D R O 2.1 
N e c e s i d a d e s d e p e r s o n a l p o r t r a m o s h o r a r i o s 

Tramos Horarios 

Personal 
13 12 

Formulación del prob lema 
En p r i m e r lugar, se t i enen que de f in i r las var iables del m o d e l o que 
q u e r e m o s desar ro l la r . C o m o h e m o s de c o n t r o l a r un n ú m e r o de 
persona l en cada t u r n o , de f in imos X j c o m o la cant idad de persona l 
que e n t r a a t raba ja r en el t u r n o j , en d o n d e j = I ,...,6. Es dec i r , hay 
una var iab le para cada t u r n o . 

Las res t r i cc iones del m o d e l o t i enen que re f le jar la necesidad de 
que la cant idad de persona l que e n t r e n en el p e r í o d o j más el n ú 
m e r o de personas que e n t r a r o n a t raba ja r en el t u r n o j - I sean su
f ic ientes para c u b r i r las necesidades del t u r n o j (N j ) . Esta s i tuac ión 
queda ref le jada en el C u a d r o 2.2. En esta tabla, un t r a b a j a d o r que 
e n t r a a t raba ja r , p o r e j e m p l o , a las 4 :00 , t raba ja rá en los t u r n o s 2 y 
3, y p o r t a n t o , c o n t r i b u i r á a c u b r i r las necesidades de estos dos 
t u r n o s . En o t r a s palabras, el t u r n o j es tará s iendo a tend ido p o r Xj_i 
y X j . En consecuenc ia , t e n d r e m o s que X j - i + X j (el persona l que 
t raba ja d u r a n t e el t u r n o j) t i e n e que ser, c o m o m í n i m o , igual a N j , 
que es el n ú m e r o m í n i m o de persona l de en fe rmer ía necesar io 
para este t u r n o . En t é r m i n o s m a t e m á t i c o s , la r e s t r i c c i ó n es la s i 
gu ien te : 

X H + X ] > N j 

H a b r á una r e s t r i c c i ó n para cada h o r a r i o de en t rada . 
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C U A D R O 2 .2 
N e c e s i d a d e s d e p e r s o n a l p o r t r a m o s h o r a r i o s 

T r a m o s Horarios 

0:00 
4:00 
8:00 
12:00 
16:00 
20:00 

Personal 
N, 13 12 

El o b j e t i v o de la gerenc ia cons is te en la m in im izac ión del n ú m e r o 
t o t a l de persona l de en fe rmer ía necesar io para c u b r i r las necesida
des diar ias. Este n ú m e r o será igual a X | + X 2 + X3 + X 4 + X5 + X6 , 
que rep resen ta la suma del n ú m e r o de persona l que e n t r a en cada 
p e r í o d o . F ina lmente , el m o d e l o m a t e m á t i c o es el s igu iente: 

6 
M in Z = ^ X j 

Suje to a: 

X 6 + X , > 5 

X , + X 2 > 7 

X 2 + X 3 > I 3 

X3 + X 4 > I 2 

X 4 + X5 > 4 

X5 + X 6 > 3 

X ^ O , j = l , . . . ,6 

2 .2 .2 . U n p r o b l e m a de as ignac ión d e r e c u r s o s 

El g e r e n t e del hospi ta l Muchsa lud ha o b s e r v a d o que algunos de sus 
serv ic ios t i e n e n capacidad oc iosa. Siguiendo una p r o p u e s t a real iza
da p o r el e q u i p o m é d i c o , esta capacidad oc iosa pod r ía ap rovecha r 
se para i n t r o d u c i r dos t i pos nuevos de cirugía, A y B. T a n t o los pa
c ientes de t i p o A c o m o los de t i p o B t i enen que pasar p r i m e r o p o r 
una sala de pre-c i rug ía y, una vez pasado p o r el q u i r ó f a n o , t i enen 
que estar en obse rvac ión en una sala p o s o p e r a t o r i a , que no ex is te 
de m o m e n t o . El e q u i p o m é d i c o ha es t imado el t i e m p o m e d i o que 
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necesi ta cada pac iente de t i p o A y de t i p o B en cada u n o de los ser
v ic ios p r e - q u i r ú r g i c o ( P Q ) , q u i r ú r g i c o ( Q l ) y p o s o p e r a t o r i o ( P O ) . 
La exper ienc ia en un hosp i ta l s imi lar m u e s t r a que p o r cada t r e s pa
c ientes de t i p o A que l legan al hosp i ta l c o m o m í n i m o llega u n o de 
t i p o B. Po r o t r a pa r te , se ha es t imado el cos te de cada pac iente en 
los d i fe ren tes serv ic ios . El C u a d r o 2.3 m u e s t r a los da tos del p r o 
b lema, t e n i e n d o en cuen ta que la capacidad oc iosa es en horas 
mensuales y el cos te en mi les de pesetas. 

C U A D R O 2.3 
E s t i m a c i o n e s h o r a r i a s d e l a s c i r u g í a s A y B 

Horas necesarias 
de cirugía Capacidad 

ociosa 

Sala PQ 
Sala Q l 
Sala PO 

150 
160 

Coste ( € ) 15 12 

C o m o el se rv i c io p o s o p e r a t o r i o ( P O ) aún n o ex is te , el g e r e n t e ar
g u m e n t a que para jus t i f i car su c reac ión t i ene que ut i l izarse d u r a n t e 
un m í n i m o de 135 horas al mes . Por o t r a pa r t e , el p resupues to 
mensual asignado a las nuevas cirugías es de 1.000 eu ros . El g e r e n 
t e qu ie re saber cual será el n ú m e r o m á x i m o de pacientes que p o 
d rán ser o p e r a d o s al mes . 

Formulación matemát ica del prob lema 
P r imero def in imos las variables del mode lo . Sean X | y X 2 el n ú m e r o 
to ta l de pacientes p o r mes que pueden ser t ra tados con la cirugía A 
y B, respect ivamente. A cont inuac ión se presentan las restr icc iones. 

Se ha es tab lec ido que en la sala P Q se d ispone de 150 horas . En 
o t r a s palabras, la u t i l i zac ión de esta sala n o puede sobrepasar las 
150 horas . C o m o cada u n o de los pacientes de t i p o A y de t i p o B 
c o n s u m e n 2 ho ras y 3 horas en esta sala respec t i vamen te , el n ú m e 
r o t o t a l de ho ras mensuales consumidas en P Q para los dos t i pos 
será igual a 2 X | + 3X2. Este n ú m e r o t i ene que ser i n f e r i o r o igual a 
las 150 ho ras . La r e s t r i c c i ó n será la s iguiente: 

2 X , + 3 X 2 < I 5 0 

El m i s m o r a z o n a m i e n t o puede ser u t i l i zado para d e t e r m i n a r el nú
m e r o l ím i te de horas en la sala Q l . C o m o el t o t a l de horas consu-
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midas será igual a 2 X | + S X i , y hay un m á x i m o de 160 horas d i spo 
nibles, la r e s t r i c c i ó n s o b r e Q l será: 

X , + 2 X 2 < I 6 0 

El g e r e n t e ha d e t e r m i n a d o que , para v iabi l izar los nuevos t r a t a 
m i e n t o s , se t i ene que o c u p a r la nueva sala P O d u r a n t e un m í n i m o 
de 135 horas al mes. C o m o el n ú m e r o de horas mensuales que se 
ut i l izará en P O es igual a 4 X | + 2X2, t e n d r e m o s que : 

4 X , + 2 X 2 > I 3 5 

La exper ienc ia en o t r o s hospi ta les m u e s t r a que , p o r cada 3 pac ien
tes de t i p o A , v iene c o m o m í n i m o un pac iente de t i p o B. M a t e m á t i 
camen te , es to se exp resa c o m o : 

que es equ iva len te a: 

X , / 3 < X 2 

X , - 3 X 2 < 0 

F ina lmente , el gasto mensua l rea l izado en las dos cirugías n o puede 
e x c e d e r el m i l l ón de pesetas. C o m o cada pac iente de t i p o A y de 
t i p o B cuesta 15 e u r o s y 12 e u r o s , r espec t i vamen te , el gasto t o t a l 
mensua l será de I 5 X | + 12X2, can t idad que n o puede e x c e d e r el 
p resupues to , t e n d r e m o s que: 

I 5 X , + I 2 X 2 < 1.000 

A h o r a se necesi ta f o r m u l a r el o b j e t i v o . El g e r e n t e qu ie re saber el 
n ú m e r o m á x i m o de e n f e r m o s de t i p o A y de t i p o B que se puede 
a t e n d e r cada mes. S i m p l e m e n t e , t e n d r e m o s que si Z es este n ú m e 
r o , el o b j e t i v o se exp resa rá c o m o : 

M a x Z = X , + X 2 

En r e s u m e n , la f o r m u l a c i ó n del p r o b l e m a es la s iguiente: 

M a x Z = X ^ X , 

s.a. 

2 X , + 3 X 2 < I 5 0 

X , + 2 X 2 < I 6 0 

4 X , + 2 X 2 > 135 

X , - 3 X 2 < 0 

I 5 X , + I 2 X 2 < 1.000 

X ^ X , > 0 
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2 . 2 . 3 . U n p r o b l e m a de t r a n s p o r t e 

El hosp i t a l S a l u d m u c h p e r t e n e c e a la C o m p a ñ í a de Seguros T o -
d o s a l u d , S.A. Esta s o c i e d a d t i e n e un C e n t r o de A s i s t e n c i a P r i 
m a r i a ( C A P ) en m p u e b l o s y c i udades de una r e g i ó n (un C A P en 
cada c e n t r o u r b a n o ) . Para o b t e n e r un b u e n f u n c i o n a m i e n t o g l o 
bal de l s e r v i c i o y p o d e r p lan i f i ca r el n ú m e r o de v is i tas en f u n c i ó n 
de l p e r s o n a l p r e v i s t o en cada C A P y de su d i m e n s i ó n , T o d o s a -
l u d , S.A., ha d e c i d i d o o r g a n i z a r el s e r v i c i o de ta l f o r m a que t o 
dos sus asegurados t e n g a n un C A P de r e f e r e n c i a as ignado , p e r o 
q u e sea és te el más c e r c a n o p o s i b l e a su lugar de res idenc ia . En 
la r e g i ó n hay n c iudades y p u e b l o s (n > m ) y la c o m p a ñ í a sabe 
c u á n t o s asegu rados t i e n e en cada u n o de e l l os . El o b j e t i v o es 
as ignar a los asegu rados a los C A P s m i n i m i z a n d o el c o s t e o la 
d i s tanc ia t o t a l . 

En p r i m e r lugar se def inen los p a r á m e t r o s necesar ios para f o r m u 
lar el m o d e l o . Sea aj el n ú m e r o de asegurados en el c e n t r o u r b a n o 
j , j = I n . Sea b¡ el n ú m e r o t o t a l de asegurados que el C A P i pue 
de t e n e r asignados c o m o m á x i m o , i = l , . . . ,m. Se def ine c¡j c o m o el 
cos te de desp lazamien to e n t r e i y j . 

C o m o se necesi ta c o n o c e r cuántas personas del c e n t r o u rbano j 
serán asignadas al c e n t r o i, se def ine la var iab le Xj j c o m o el n ú m e r o 
de personas que p r o v i e n e n del c e n t r o u r b a n o j que serán a tend i 
das p o r el C A P i. 

Una vez def in idos los p a r á m e t r o s y las var iables, neces i tamos de f i 
n i r las res t r i cc iones del m o d e l o . En este p r o b l e m a hay dos t i pos de 
res t r i cc iones . La p r i m e r a v iene def in ida p o r la capacidad de a ten 
c ión m á x i m a de los C A P s . El n ú m e r o t o t a l de asegurados asigna
dos al C A P i no puede e x c e d e r su capacidad b¡. En t é r m i n o s ma te 
mát icos : 

X X ¡ j < b ¡ i = U . , m 
Í=I 

El segundo g r u p o de res t r i cc iones t i ene que cons ide ra r que hemos 
de asignar la t o ta l i dad de los asegurados de T o d o s a l u d SA de cada 
c e n t r o u r b a n o j a los C A P s ex is ten tes . 
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F ina lmente , se t i ene que f o r m u l a r el o b j e t i v o de m in im izac ión t o t a l 
de la d is tancia o cos te t o t a l del s is tema. Este v iene de f in ido p o r : 

C | | X | | + C | 2 X | 2 + . . . + C|nX|n +...+ C¡jX¡j +...+ Cm|Xm| +...+ CmnXmn 

que p o d e m o s re -esc r i b i r en f o r m a c o m p a c t a c o m o : 

m n 

M i n Z = X X c A 
i=l j=l 

En r e s u m e n , la f o r m u l a c i ó n c o m p l e t a del m o d e l o es la s iguiente: 

m n 

¡=l j=l 

X X ¡ j < b ¡ i = l , . . . , m 
i=i 
m 

I X ¡ ) = a ¡ j = l , . . . , n 
i=l 

X.. > 0 , i = l , . . . , m j = l , . . . , n 

Se t i ene que o b s e r v a r que este p r o b l e m a p resen ta una pecu l ia r i 
dad que no está en la f o r m u l a c i ó n . Para que el p r o b l e m a tenga una 
so luc ión fac t ib le , el n ú m e r o t o t a l de asegurados no puede e x c e d e r 
la capacidad t o t a l de los C A P s . Es dec i r , ex is te la s iguiente res t r i c 
c ión impl íc i ta en el m o d e l o : 

m n 

¡=i ¡=1 

Si es to n o se ver i f i cara , el p r o b l e m a n o tend r ía so luc i ón . 

2 .2 .4 . U n p r o b l e m a de p r o g r a m a c i ó n f i n a n c i e r a 

La c o m p a ñ í a de seguros T o d o s a l u d , S.A., está p r e p a r a n d o su plan 
de i nve rs iones para los p r ó x i m o s dos años . A c t u a l m e n t e , la e m 
presa t i e n e 2 m i l l ones de pesetas para i n v e r t i r y espe ra ingresar , 
gracias a i nve rs iones pasadas, un f l u j o de d i n e r o al f inal de los m e 
ses, 6, 12 y 18 p r ó x i m o s . P o r o t r a pa r t e , la e m p r e s a q u i e r e ex 
pand i rse y t i e n e dos p r o p u e s t a s s o b r e la mesa. La p r i m e r a es aso
c iarse c o n la e m p r e s a Sanimas, S.A., y la segunda c o n la e m p r e s a 
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Buenav ida , S.A. En el C u a d r o 2.4 se m u e s t r a el f l u j o de caja de 
T o d o s a l u d , S.A., si e n t r a r a c o n un 100 % en cada u n o de los p r o 
y e c t o s . 

C U A D R O 2.4 
F l u j o d e C a j a d e T o d o s a l u d , S . A . 
( m i l e s d e p e s e t a s ) 

Inicial 6 meses 12 
meses 

18 
meses 

24 
meses 

Inversiones pasadas. 
Sanimas, S.A 
Buenavida, S.A 

-1.000 
- 8 0 0 

500 
-700 
500 

400 
1.800 
- 2 0 0 

380 
400 

- 7 0 0 
600 

2.000 

D e b i d o al actual nivel de e n d e u d a m i e n t o , a T o d o s a l u d , S.A., n o se 
le p e r m i t e ped i r p rés tamos . Pe ro sí que puede , a cada seis meses, 
i n v e r t i r sus f o n d o s exceden tes (es dec i r , aquel los que n o ha inver 
t i d o en n ingún p r o y e c t o ) en un f o n d o que le daría un 7 % cada seis 
meses. Po r o t r o lado, T o d o s a l u d , S.A., puede par t i c ipa r en cada 
u n o de los p r o y e c t o s c o n un n ivel i n f e r i o r al 100 % y, consecuen te 
m e n t e , el f l u jo de caja se r educ i r á en la m isma p r o p o r c i ó n . Es de 
c i r , que si dec ide e n t r a r p o r e j e m p l o con el 50 % en el p r o y e c t o de 
Buenavida, el f l u jo c o r r e s p o n d i e n t e t a m b i é n se r educ i r á en la m is 
ma p r o p o r c i ó n . El p r o b l e m a que se p lantea T o d o s a l u d , S.A., es 
cuán to i n v e r t i r en cada p r o y e c t o para max im iza r el d i n e r o en efec
t i v o que t e n d r á la empresa en dos años. 

Formulación matemát ica del prob lema 
Siguiendo n u e s t r o esquema habi tua l , una vez el p r o b l e m a ha s ido 
iden t i f i cado y los p a r á m e t r o s del m o d e l o han s ido de f in idos , se t i e 
nen que de f in i r las var iables. Sea X | el po r cen ta j e de pa r t i c ipac ión 
en el p r o y e c t o Sanimas y X2 el po rcen ta je de pa r t i c ipac ión en el 
p r o y e c t o Buenavida, S.A. (0 < X | < I , 0 < X 2 < I ) . Po r o t r o lado, 
sean So, Se, S12 y Sis el d i n e r o que se depos i ta rá en el f o n d o en los 
pe r í odos 0, 6 12 y 18, respec t i vamen te . 

Para f o r m u l a r las res t r icc iones del m o d e l o se ut i l izará un razona
m i e n t o secuencial . La empresa d ispone de 2 mi l lones de pesetas hoy 
(pe r í odo 0) y las qu ie re gastar cons ide rando las opc iones siguientes: 

1. Par t i c ipar en el p r o y e c t o Sanimas, que impl icar ía desembo lsa r 
1.000.000 X i pesetas en el p e r í o d o 0; 

2. Par t ic ipar en el p r o y e c t o Bonavida, t e n i e n d o que gastar 

800 .000 X2 ; 
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3. D e p o s i t a r el d i n e r o al 7 % 

Estas opc iones no son exc luyen tes e n t r e ellas. Po r lo t a n t o , se t i e 
ne que c u m p l i r la s igu iente ecuac ión de equ i l i b r i o : 

2 .000 = I.OOOXi + 8OOX2 + So 

A l cabo de seis meses, la empresa ingresará 500.000 ptas. gracias a 
invers iones realizadas a n t e r i o r m e n t e . Tamb ién el d i ne ro depos i tado 
en el f o n d o en el p e r í o d o a n t e r i o r estará a d ispos ic ión j u n t o con los 
intereses: So + 0,07So. Por o t r a par te , el p r o y e c t o Buenavida dará 
una en t rada de d i n e r o igual a 5OO.OOOX2. C o n este d i n e r o t e n d r á 
que hacer f r en te al c o m p r o m i s o adqu i r i do con Sanimas, 7 0 0 . 0 0 0 X | , 
y depos i ta r lo que quede al 7 % una vez más. Ma temát i camen te : 

500 + 5 0 0 X 2 + l,07So = 7 0 0 X | + Se 

En el p e r í o d o 12, la e m p r e s a rec ib i rá 400 .000 ptas. de invers iones 
a n t e r i o r e s , I.8OO.OOOX1 ptas. de l p r o y e c t o Sanimas y el d i n e r o del 
f o n d o j u n t o c o n los in te reses . C o n estos ingresos t e n d r á que c u 
b r i r el c o m p r o m i s o del p r o y e c t o Buenavida, 2OO.OOOX2 y depos i 
t a r S12 ptas. en el f o n d o . En t é r m i n o s ma temá t i cos : 

4 0 0 + I.8OOX1 + l,07S6 = 2 0 0 X 2 + S12 

En el p e r í o d o 18, los ingresos que t e n d r á la empresa v e n d r á n de 
invers iones a n t e r i o r e s (380 .000 ptas.) , del p r o y e c t o Sanimas 
( 4 0 0 . 0 0 0 X | ) y del d e p ó s i t o rea l izado en el p e r í o d o a n t e r i o r i nc lu 
y e n d o los in tereses ( I ,07S |2 ) . C o n este d i n e r o t e n d r á que real izar 
un gasto de 700 .000X2 en el p r o y e c t o Buenavida y el r e s t o puede 
v o l v e r a p o n e r l o en el f o n d o (Sis). Es dec i r : 

380 + 4 0 0 X | + I,07S|2 = 700X2 + Sis 

Finalmente, al cabo de dos años ( p e r í o d o 24) , la empresa t e n d r á ún i 
camen te ingresos y n o t e n d r á ningún gasto. Los ingresos p rov ienen 
de los dos p r o y e c t o s (6OO.OOOX1 + 2.OOO.OOOX2) y del d i n e r o d e p o 
s i tado en el p e r í o d o an te r i o r , 1,07S|8. Si se def ine Z c o m o los ingre
sos real izados en el p e r í o d o 24 en miles de pesetas, t e n d r e m o s que: 

Z = 6OOX1 + 2.OOOX2 + l )07Si8 

que no es más que el o b j e t i v o del p r o b l e m a : Max im i za r los ingre
sos al cabo de dos años. 
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Fina lmente , c o m o só lo se puede i nve r t i r un m á x i m o de 100 % en 
cada p r o y e c t o , las var iables X | y X2 no pueden e x c e d e r la un idad. 
Por lo t a n t o , hay que añadi r las res t r i cc iones s iguientes: 

X i < I 

X 2 < I 

En r e s u m e n , r e o r d e n a n d o los t é r m i n o s t e n d r e m o s que el p r o g r a 
ma lineal se escr ibe de la f o r m a s iguiente: 

M a x Z = 6 0 0 X , + 2 . 0 0 0 X , +1,075, 

s.a 

1.000X, 8 0 0 X 

7 0 0 X , - 5 0 0 X 

- I . 8 0 0 X , 2 0 0 X 

^ O O X , 7 0 0 X 

l,07Sf +s6 
l,07S6 +sl2 

- I . 0 7 S , , +S,, 

X , 

X 

= 2.000 

= 500 

= 4 0 0 

- 380 

< I 

< I 

X . ^ ^ S ^ S ^ S , , , ^ > 0 

2.3. Aplicación real: fabricación de válvulas 
cardiacas 10 

En el l abo ra to r i o A m e r i c a n Edwards fabr icaron en 1981 una nueva 
válvula cardiaca biológica para ser ut i l izada en seres humanos. Las 
válvulas se fabricaban ut i l izando corazones de c e r d o c o m p r a d o s a 
var ios d is t r ibu idores . C o m o n o s iempre las válvulas cardiacas de 
c e r d o compradas tenían el m i s m o t a m a ñ o que las válvulas humanas, 
la empresa tenía di f icul tades para man tene r un stock suf ic iente para 
p o d e r satisfacer la demanda (a veces recibía un envío de corazones 
de c e r d o que era inserv ib le) . Sid Hilal y W a r r e n Er ikson desarro l la 
r o n un p rog rama lineal para seleccionar la comb inac ión de p rovee 
do res que se acercaría más a la med ida c o r r e c t a de las válvulas car
diacas humanas. Resul tado: una reducc ión de s tock va lorada en 1,9 
mi l lones de dólares y a h o r r o s anuales de 1,5 mi l lones de dólares. 

En el l a b o r a t o r i o A m e r i c a n Edwards , la d ispon ib i l idad del p r o d u c t o 
era de una i m p o r t a n c i a capital y la po l í t ica de la empresa descar ta-

10 S. Hilal y W . Erikson (1981): «Match ingsuppl iesto save lives: Linear Program-
ming and the Produt ion of Hear t Valves», Interfaces, I I (6): 48-56. 
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ba el uso de cua lqu ie r m é t o d o t rad i c iona l de ges t ión de s t o c k para 
c o n t r o l a r el ma rgen de segur idad de la válvulas cardiacas a lmacena
das. El o b j e t i v o de la empresa era s iempre t e n e r el v o l u m e n de de 
manda de seis a d o c e meses en stock de segur idad. C o n s e g u i r este 
o b j e t i v o era difíci l p o r q u e n o podían c o m p r a r las válvulas con m e 
didas específ icas. Se desconoc ía la med ida de una válvula d e n t r o de 
una carga hasta que n o se procesaba t o d o el envío en el l a b o r a t o 
r i o . El resu l t ado es que a veces la carga era inserv ib le . 

El es tud io rea l izado p o r Hi lal y Er ikson m o s t r ó que la mayo r ía de 
los d i s t r i bu i do res en t regaban los co razones de c e r d o c o n una dis
t r i b u c i ó n del t a m a ñ o de las válvulas bastante estables. Estas d i s t r i 
buc iones se u t i l i za ron d e n t r o de un p r o g r a m a lineal para se lecc io
nar la m e j o r c o m b i n a c i ó n de d i s t r i bu ido res . La m e j o r mane ra de 
exp l i ca r el m o d e l o es u t i l i zando un e j e m p l o s imple . Supongamos 
que la compañ ía c o m p r a a dos p r o v e e d o r e s A y B y en su p e d i d o 
se pueden e n c o n t r a r t r e s t a m a ñ o s de válvulas I , 2 y 3. Los da tos 
h i s tó r i cos m u e s t r a n que los envíos del p r o v e e d o r A t i enen un 
30 % de med ida I , un 50 % de med ida 2 y un 20 % de med ida 3. La 
d i s t r i buc i ón del p r o v e e d o r B es 10 %, 60 % y 30 %, respec t i vamen
te . Supongamos que los costes to ta les de c o m p r a y man ipu lac ión 
para las medidas 1, 2 y 3 son 10, 14 y 12 dó la res , r espec t i vamen te . 

El va lo r esperado del cos te de una válvula del p r o v e e d o r A es 
0,3( 10) + 0,5( 14) + 0,2( 1 2 ) = ! 2,4. El cos te esperado para el p r o v e e 
d o r B es 0,1(10) + 0,6(14) + 0,3(12) = 13. El ob je t i vo del p rog rama 
lineal es: 

M in Z = I 2 , 4 A + I 3 B 

en d o n d e A y B rep resen tan la cant idad de co razones c o m p r a d o s a 
cada p r o v e e d o r . Si la demanda para los t r e s t amaños es igual a 100, 
300 y 250 unidades, las res t r i cc iones serán: 

0 ,3A + 0 , I B < 100 

0 ,5A + 0,6B < 300 

0 ,2A + 0,3B > 250 

El m o d e l o real imp lementado p o r los autores tenía más de 20 p r o 
veedores y 30 medidas de válvulas. Pero la es t ruc tura del m o d e l o era 
básicamente igual a la de nues t ro e jemplo. El ob je t i vo era la minimiza
c ión de los costes de c o m p r a de los cerdos, con restr icc iones en el 
n ú m e r o de corazones de cada medida que se tenían que compra r . 
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El p r o g r a m a lineal p e r m i t i ó que la compañía cumpl iese la demanda 
c o m p r a n d o m e n o s co razones que antes. El m o d e l o t a m b i é n s i rv ió 
para f i jar p rec ios , p r o g r a m a r la p r o d u c c i ó n y anal izar el d iseño de 
las válvulas nuevas. 

2.4. Problemas 

2 . 1 . U n a compañ ía de seguros sani tar ios ha dec id i do a t e n d e r dos 
nuevos t i p o s de pacientes en sus a m b u l a t o r i o s A , B y C , que t i enen 
capacidad s o b r a n t e . Las p rev is iones indican que pueden ven i r un 
t o t a l de 100 pac ientes de t i p o I y 150 de t i p o 2. Estos pacientes 
pueden ser a tend idos en cua lqu ie r a m b u l a t o r i o , e x c e p t o en el a m 
b u l a t o r i o A , en d o n d e n o pueden a tende r a pacientes de t i p o 2 p o r 
fal ta de equ ipos adecuados. La empresa qu ie re saber a cuán tos pa
c ientes p o d r á a t e n d e r en cada u n o de los a m b u l a t o r i o s para m i n i 
m iza r los costes t o ta l es de a t e n c i ó n . Los costes de a tenc ión p o r 
pac iente y a m b u l a t o r i o se ind ican en la tab la s igu iente: 

Ambulatorio 
Coste por paciente 

Pacientes I Pacientes 2 

Capacidad ociosa 
(ambos pac.) 

26 
28 
24 

33 
28 

80 
50 

120 

D e f i n i r las var iables y f o r m u l a r el p r o b l e m a . 

2.2. El m i n i s t e r i o de sanidad dec ide hacer una campaña an -
t i - t abaco med ian te anunc ios en la rad io y la te lev is ión . Su p r e s u 
pues to l im i ta los gastos de pub l ic idad a 1.000.000 de ptas. p o r mes. 
Cada m i n u t o de anunc io en la rad io cuesta 5.000 ptas. y cada m i n u 
t o en la te lev is ión cuesta 100.000 ptas. El m i n i s t e r i o desearía u t i l i 
zar la r ad i o c u a n d o m e n o s dos veces más que la te lev i s ión . La ex 
per ienc ia pasada m u e s t r a que cada m i n u t o de pub l ic idad p o r t e l ev i 
s ión gene ra rá en t é r m i n o s genera les 25 veces más i m p a c t o que 
cada m i n u t o de pub l ic idad p o r la rad io . F o r m u l a r el p r o b l e m a que 
d e t e r m i n e la asignación ó p t i m a del p resupues to mensual para 
anunc ios en rad io y te lev is ión que max im iza el i m p a c t o t o t a l . 

2.3. La cl ínica C o r a t a c o f r e c e c u a t r o t i pos de serv ic ios : c i rugía 
plást ica, de rma to l og ía , cirugía o r t o p é d i c a y neuroc i rug ía . Después 
de e x a m i n a r los a rch ivos con tab les se ha ca lcu lado que cada pa
c ien te , en cada una de las especial idades, c o n t r i b u y e al benef ic io de 
la clínica de la m a n e r a s iguiente: plást ica, 100; de rma to l og ía , 200 ; 
o r t o p e d i a , 150, y neuroc i rug ía , 180. Los méd icos están convenc í -
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dos de que el n ú m e r o de pac ientes de cada especial idad que se 
a t ienden semana lmen te n o es el adecuado. La clínica qu i e re saber 
cuál sería el v o l u m e n semanal ó p t i m o de pacientes en cada espe
cial idad t e n i e n d o en cuen ta los recu rsos de la clínica. 

Especialidad 
Horas necesarias por paciente 

Laborat. Rayos X Terapia Cirugía Médicos 

Plástica 
Dermato logía 
Or toped ia . . . 
Neuroc i rug ía . 

I 
10 
0 

Horas disponibles se
manales 200 140 I 10 240 320 

La cl ínica n o t i ene n ingún p r o b l e m a c o n la demanda de sus se rv i 
c ios y t i ene acceso a t a n t o s pac ientes c o m o qu ie ra . A d i c i o n a l m e n -
t e , ha dec id ido que l im i ta rá sus serv ic ios de plást ica y o r t o p e d i a 
c o m b i n a d o s a un m á x i m o de 120 pacientes. F o r m u l a r el p r o b l e m a . 

2.4. El l a b o r a t o r i o M a c A s p p repa ra dos t i pos de medic inas para 
el d o l o r de cabeza: el fan tás t i co Resacón y el magní f ico Jaquecón. 
Los dos se venden en f o r m a de ja rabe en f rascos de 100 m g y se 
o b t i e n e n mezc lando ác ido acet i l -sal ic í l ico (A ) y pa race tamo l (P). El 
l a b o r a t o r i o se p e r m i t e una c ie r ta f lex ib i l idad en las f ó r m u l a s de es
t o s p r o d u c t o s . D e h e c h o , las res t r i cc iones son : ( I ) el Resacón t i e 
ne que t e n e r un m á x i m o de 75 % de A ; (2) el Jaquecón ha de t e n e r 
un m í n i m o de 25 % de A y un m í n i m o de 50 % de P. El d e p a r t a m e n 
t o c o m e r c i a l piensa p o d e r v e n d e r c o m o m á x i m o 4 0 0 f rascos de 
Resacón y 300 de Jaquecón . El p r e c i o de ven ta es de 150 ptas. p o r 
un f rasco de Resacón y de 2 0 0 ptas. p o r u n o de Jaquecón. Los cos 
tes de los c o m p o n e n t e s son : 80 ptas. Po r 100 m g de A y 120 ptas. 
p o r 100 m g de P. El l a b o r a t o r i o q u i e r e max im i za r el ingreso n e t o 
p o r ven ta . F o r m u l a r el p r o b l e m a . 

2.5. La red de hospitales Salu tmol t ha detec tado que podr ía a tender 
a más pacientes y ha dec id ido ampl iar sus servicios con t res nuevas 
especialidades X , Y y Z en t res hospitales A , B y C. Los beneficios es
perados p o r paciente en cada especialidad X , Y y Z son 420 , 360 y 
300 euros, respect ivamente. Los hospitales t ienen capacidad de r e 
cursos humanos para a tender 700, 800 y 450 pacientes independien
t e m e n t e de la especialidad. U n p rob lema grave para el hospital es el 
n ú m e r o de horas disponibles de qu i ró fano. Ac tua lmen te , se ha calcu
lado que la capacidad ociosa es de 13, 12 y 5 horas de qu i ró fano p o r 
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día en A , B y C y cada especialidad necesita un máx imo de 2, 1,5 y 1,2 
horas p o r las cirugías X , Y y Z , respect ivamente. 

Para p o d e r m a n t e n e r una carga equ i l ib rada de a tenc ión e n t r e los 
d i fe ren tes hospi ta les, la gerenc ia ha dec id ido que la cant idad de pa
c ientes asignados a cada hosp i ta l u t i l ice el m i s m o po rcen ta je de ca
pacidad adic ional d ispon ib le . El g e r e n t e qu ie re saber cuántos pa
c ientes p o d r á n ser a tend idos en cada hosp i ta l . 

Formular el problema de decisión. 

2.6. El d e p a r t a m e n t o de f inanzas de la m u t u a Hosp imás ha dec id i 
d o i n v e r t i r 10 m i l l ones en f o n d o s de invers ión y ha cons ide rado 20 
f o n d o s d i fe ren tes , cada u n o de el los con t i p o de in te rés anual espe
r a d o d i f e ren te r, i = I ,...,20. Es dec i r , si la m u t u a pone x ptas., r ec i 
b i rá al cabo de un año x ( I + r ) . Para m a n t e n e r un equ i l i b r io en la 
invers ión y d ivers i f icar el r iesgo, la m u t u a ha a d o p t a d o las s iguien
tes reglas: 

1. N o i n v e r t i r más de dos mi l l ones en un f o n d o ún ico . 

2. Si p o n e d i n e r o en un f o n d o , lo t i ene que hacer c o n un m í n i m o 
de 0,5 mi l lones de ptas. 

El o b j e t i v o es la max im izac ión del r e n d i m i e n t o anual esperado . 
F o r m u l a r el p r o b l e m a de f i n iendo las var iables de dec is ión . 

2.7. Una empresa fa rmacéu t i ca t i ene m l a b o r a t o r i o s . T o d o s los 
l a b o r a t o r i o s p r o d u c e n el m i s m o m e d i c a m e n t o . La gerenc ia qu ie re 
plani f icar la p r o d u c c i ó n para los p r ó x i m o s T t r i m e s t r e s . En cada 
p e r í o d o t , cada l a b o r a t o r i o t i ene una capacidad de p r o d u c c i ó n 
igual a I ' , i = I , . . . ,m. La compañ ía envía el m e d i c a m e n t o a n a lmace
nes de d i s t r i buc ión . Para p o d e r a t e n d e r la demanda, los requ is i tos 
m ín imos de stock en cada a lmacén j y en cada p e r í o d o t son iguales 
a r. . Para cada l a b o r a t o r i o , a lmacén y p e r í o d o , la empresa qu ie re 
d e t e r m i n a r las var iables s iguientes: 

• X * = cant idad p r o d u c i d a en i y enviada a los almacenes en el pe 
r í o d o t . 

• S* = cant idad p r o d u c i d a en i y a lmacenada en el p r o p i o l a b o r a t o 
r i o en el p e r í o d o t . 

• = cant idad t r a n s p o r t a d a del l a b o r a t o r i o i al a lmacén j en el 
p e r í o d o t . 

• W ' = cant idad a lmacenada en el a lmacén j al f inal del p e r í o d o t . 
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La empresa qu ie re que , para la suma de t o d o s los pe r í odos , la p r o 
ducc i ón t o t a l con jun ta de los l a b o r a t o r i o s I , 2 y 4 no sea s u p e r i o r 
a la p r o d u c c i ó n c o n j u n t a de los l a b o r a t o r i o s 3, 5 y 6. A causa del lí
m i t e en la capacidad de stock de los l a b o r a t o r i o s , no se pueden a l 
macenar más de si m e d i c a m e n t o s en cada p e r í o d o . Los costes de 
p r o d u c c i ó n un i ta r ios de los m e d i c a m e n t o s son ¡guales a p . Los 
cos tes de almacenaje de un m e d i c a m e n t o en el l a b o r a t o r i o i al f inal 
de l p e r í o d o t es k ^ y el cos te de a lmacenaje al f inal del p e r í o d o t es 
h * . El cos te de t r a n s p o r t e p o r m e d i c a m e n t o es igual a C- e n t r e el la
b o r a t o r i o i y el a lmacén j ( s u p o n e r que el t i e m p o de t r a n s p o r t e es 
v i r t u a l m e n t e 0 c o m p a r a d o c o n la d u r a c i ó n de un t r i m e s t r e o , en 
o t r a s palabras, lo que sale en el p e r í o d o t llega s i e m p r e en el m is 
m o p e r í o d o t ) . 

D i seña r un p r o g r a m a de p lan i f icac ión de la p r o d u c c i ó n y stock de 
las fábr icas y de stocks de a lmacenes que m in im i ce el cos te t o t a l de 
p r o d u c c i ó n y t r a n s p o r t e . 



3. PROGRAMACION LINEAL II: 
MÉTODOS DE RESOLUCIÓN 

Hasta aho ra h e m o s f o r m u l a d o m a t e m á t i c a m e n t e algunos p r o b l e 
mas de ges t ión y adm in i s t r ac i ón de recu rsos y de d i n e r o . Pero un 
m o d e l o m a t e m á t i c o de dec is ión , p o r m u y b ien f o r m u l a d o que esté, 
n o s i rve de nada si n o p o d e m o s e n c o n t r a r una so luc ión sat is facto
r ia. Una de las caracter ís t icas de la p r o g r a m a c i ó n l ineal es que, g ra 
cias a sus p rop iedades matemát icas , se cons igue la so luc ión ó p t i m a 
sin muchas d i f icu l tades. En esta secc ión e x a m i n a r e m o s en p r i m e r 
lugar el m é t o d o grá f ico , s is tema l im i tado a p rob lemas con dos va
r iables, y a c o n t i n u a c i ó n el m é t o d o Simplex, el a l g o r i t m o más c o 
m ú n para so luc iona r p r o b l e m a s l ineales con muchas var iables y 
res t r i cc iones . 

3.1. El método gráfico 

Este m é t o d o es m u y s imple de ut i l izar , p e r o só lo puede ser apl ica
d o a p rob lemas c o n dos var iables. Por o t r o lado, es m u y út i l para 
e n t e n d e r las p rop iedades matemát icas de la p r o g r a m a c i ó n l ineal. 
C o n s i d e r e m o s el p r o b l e m a lineal s iguiente: 

M a x Z = X , + I , 4 X 2 

s. a. 

X , + 0 , 5 X 2 < 6 

O ^ X , + X 2 < 6 

X , + X 2 < 7 

I ^ X , + X 2 < 9 

X I , X 2 > 0 
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En p r i m e r lugar, se dibuja en un gráf ico car tes iano las res t r icc iones 
del m o d e l o , p e r o con signo de igualdad. C o m o se puede observar 
en la f igura 3 .1 , la rec ta X | + X2 = 7 separa el p lano en dos semipla-
nos. Los pun tos que c o r r e s p o n d e n al semip lano Si cump len la res
t r i c c i ón X | + X 2 < 7. Es deci r , este semip lano con t iene todas las 
combinac iones de X | y X2 que satisfacen la res t r i cc ión . Si d ibu jamos 
todas las res t r i cc iones y sus semiplanos co r respond ien tes e n c o n t r a 
r e m o s que la reg ión que f o r m a la in tersecc ión de t o d o s los semipla
nos incluye todas las combinac iones de X i y X2 que satisfacen todas 
las res t r icc iones del m o d e l o . Esta reg ión se presenta en la f igura 3.2 
(el área e n t r e los pun tos A , B, C , D y E) y se conoce c o m o la región 
factible o espado de soluciones y es un c o n j u n t o c o n v e x o " . Cua lqu ie r 
p rob lema de op t im izac ión con res t r icc iones lineales t i ene una r e 
g ión fact ible convexa. Cua lqu ie r so luc ión de la reg ión fact ib le es c o 
nocida c o m o Solución factible. Si la reg ión está vacía no ex is ten so lu 
ciones factibles (véase el e jemp lo de la figura 3.4). 

A h o r a se t i e n e que escoger la so luc ión fact ib le que o p t i m i c e nues
t r a f unc ión o b j e t i v o , que es Z = X | + 1,4X2. O b s é r v e s e que n o r 
m a l m e n t e ex is ten inf ini tas so luc iones fact ib les y será la f unc ión o b 
je t i vo qu ien escoja aquel la que o p t i m i z a su va lo r . En la p r o g r a m a 
c ión lineal la f unc ión o b j e t i v o t a m b i é n t i ene f o r m a l ineal. Se t r a t a 
de d e t e r m i n a r el va lo r m á x i m o de Z que cump la todas las res t r i c 
c iones o , en o t r a s palabras, e n c o n t r a r los va lo res de X i y X2 , p u n 
t o s d e n t r o de la reg ión fact ib le , que m a x i m i c e n Z . 

La mecán ica para l og ra r e n c o n t r a r el p u n t o ó p t i m o se basa en la l i -
neal idad del o b j e t i v o . En este e j emp lo , el o b j e t i v o se puede 
re -esc r ib i r de la f o r m a s iguiente: 

X2 = - ( l / l , 4 ) X | + ( l / l , 4 ) Z 

O b s é r v e s e q u e a m e d i d a q u e Z a u m e n t a , la r e c t a se desp laza pa
r a l e l a m e n t e hacia f u e r a , ya q u e la p e n d i e n t e es c o n s t a n t e (en 
es te caso igual a - 1 / 1 , 4 ) . Se t r a t a de e n c o n t r a r el v a l o r de Z m á 
x i m o , p e r o c o n la c o n d i c i ó n de q u e t i e n e que h a b e r c o m o m í n i 
m o un p u n t o d e la r e c t a que a t rav i ese la r e g i ó n f ac t i b l e . En el 
g r á f i c o 3.2 es ta r e c t a se p r e s e n t a pa ra los v a l o r e s de Z = 7, 
Z = 9 y Z = 12.6. La s o l u c i ó n ó p t i m a de l p r o b l e m a es Z = 9, q u e 
c o r r e s p o n d e al p u n t o X | = 2 y X 2 = 5. Para c u a l q u i e r v a l o r de Z 
s u p e r i o r a 9 , n o e x i s t i r á n inguna s o l u c i ó n fac t i b l e . Para v a l o r e s 
de Z i n f e r i o r e s a 9, e x i s t e n muchas s o l u c i o n e s fac t i b les , p e r o 
n inguna de ellas es ó p t i m a . I n t u i t i v a m e n t e se p u e d e v e r q u e la 

11 Para cualquier pareja de puntos den t ro del espacio factible, el segmento de lí
nea que los une también se encuentra den t ro del conjunto. 
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F I G U R A 3.1 
V i s u a l í z a c í ó n d e u n a r e s t r i c c i ó n 

X/+X2 < 7 

F I G U R A 3 .2 
S o l u c i ó n g r á f i c a d e l e j e m p l o 

0 .5X ,+X , = 6 

Í ^ X . + X - , = 9 
X(+0,5X2 = 6 

X , + X , = 7 



54 Métodos cuont/tot/Vos para la toma de decisiones 

s o l u c i ó n ó p t i m a s i e m p r e se p r o d u c i r á en un pun to ex t remo o 
vértice, q u e en el g r á f i c o n o es más q u e el p u n t o de i n t e r s e c 
c i ó n de d o s o más r e s t r i c c i o n e s . 

Más f o r m a l m e n t e , un p u n t o de un c o n j u n t o c o n v e x o es un p u n 
t o e x t r e m o si n o hay n ingún pa r de p u n t o s de l c o n j u n t o c o n v e 
x o en d o n d e el s e g m e n t o de l ínea que los une pase p o r el p u n t o 
en c u e s t i ó n . 

O t r a f o r m a de o b t e n e r el ó p t i m o es ca l cu la r el v a l o r de l o b j e 
t i v o en cada u n o de los p u n t o s e x t r e m o s y e s c o g e r aque l p u n 
t o e x t r e m o q u e da el m e j o r v a l o r . Este p u n t o da rá el v a l o r ó p 
t i m o . 

Ex is ten s i tuac iones en d o n d e n o hay una ún ica s o l u c i ó n , s ino 
q u e p u e d e n habe r in f in i tas so l uc i ones , o p o r el c o n t r a r i o , n o 
e x i s t i r s o l u c i ó n alguna. E x a m i n e m o s el p r i m e r caso c o n la ayuda 
de la f i gu ra 3.3. La r e c t a c o r r e s p o n d i e n t e al o b j e t i v o t i e n e la 
m i s m a p e n d i e n t e que una de las r e s t r i c c i o n e s . Es dec i r , que t o 
das las c o m b i n a c i o n e s de las dos var iab les e n t r e los p u n t o s A y 
B c u m p l e n las r e s t r i c c i o n e s y m a x i m i z a n el bene f i c i o . Po r o t r o 
l ado , la f igura 3.4 m u e s t r a una s i t uac ión en d o n d e n o hay s o l u 
c iones . La r e p r e s e n t a c i ó n gráf ica c o r r e s p o n d e al p r o g r a m a l i 
neal s igu ien te : 

M a x Z = X , + 2 X 2 

s. a. 

X , < 6 

X , > 8 

X ^ X , > 0 

El m é t o d o grá f ico es senc i l lo de apl icar para e n c o n t r a r la so lu 
c i ón ó p t i m a de un p r o g r a m a l ineal de o p t i m i z a c i ó n , p e r o única
m e n t e cuando éste so lo t i e n e dos var iables de dec is ión . Desgra 
c iadamen te , la gran mayo r ía de p r o b l e m a s l ineales apl icados t i e 
nen muchas más var iab les (algunos llegan a t e n e r mi l lones de 
ellas) y p o r lo t a n t o se hace inviable su u t i l i zac ión . En la secc ión 
s iguiente se desar ro l la un m é t o d o bastante e f ic ien te para e n c o n 
t r a r so luc iones ó p t i m a s de p r o g r a m a s l ineales c o n muchas var ia 
bles y res t r i cc iones . 
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F I G U R A 3.3 
I n f i n i t a s S o l u c i o n e s 

Región 
Max Z Factible 

F I G U R A 3.4 
I n e x i s t e n c i a d e s o l u c i o n e s 
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3.2. El método Simplex 

El p r imer m é t o d o fo rma l para encon t ra r soluciones ópt imas - e l m é 
t o d o S imp lex - fue desarro l lado p o r Dantz ig en 1947 y me jo rado p o r 
Chames en t re 1948 y 1952. Ac tua lmen te es el m é t o d o más ut i l izado 
en la búsqueda de soluciones ópt imas de programas lineales. En este 
apartado se examina su func ionamiento de f o r m a simple e intuit iva. 

En p r i m e r lugar r e c o r d e m o s c ó m o encon t rábamos so luc iones con 
el m é t o d o gráf ico. P r i m e r o f o r m á b a m o s un c o n j u n t o c o n v e x o con 
las res t r icc iones del m o d e l o . Segundo, se dibujaba la func ión ob je t i 
v o fuera del c o n j u n t o c o n v e x o , dando un va lo r a rb i t r a r i o al p r o p i o 
ob je t i vo y se iba desplazando ésta para le lamente (ya que su pend ien
t e es s iempre constante) hasta encon t ra rse con un p u n t o e x t r e m o . 
In tu i t i vamente , p o d e m o s ve r que sea cual sea la func ión ob je t i vo l i 
neal, la so luc ión ó p t i m a se encon t ra rá en un p u n t o e x t r e m o , c o m o 
m í n i m o ,2. Esto reduce bastante el espec t ro de soluc iones del p r o 
b lema, reduc iendo la búsqueda del ó p t i m o a los pun tos e x t r e m o s . 
A ú n así, puede haber muchís imos pun tos e x t r e m o s en un p rob lema . 
Por e jemp lo , un p r o b l e m a grande con 2000 variables y 4 0 0 0 res t r i c 
c iones t iene exac tamente 22000 pun tos e x t r e m o s , es dec i r , a p r o x i 
madamen te I O600. Por lo t a n t o , t e n e m o s que e n c o n t r a r un m é t o d o 
para reduc i r el n ú m e r o de soluc iones factibles posibles de ser ó p t i 
mas. Dantz ig h izo estas mismas suposic iones (o eso c reemos ) y o b 
servó p r i m e r o las característ icas matemát icas siguientes: 

1. El c o n j u n t o f o r m a d o p o r las res t r i cc iones es c o n v e x o . 
2. La so luc ión s i e m p r e o c u r r e en un p u n t o e x t r e m o . 
3. U n p u n t o e x t r e m o s i e m p r e t i ene c o m o m í n i m o dos p u n t o s 

e x t r e m o s adyacentes l3. 

Y a pa r t i r de ellas d e s a r r o l l ó el m é t o d o s iguiente: 

1. E n c o n t r a r una so luc ión inicial fact ib le en u n o de los p u n t o s ex 
t r e m o s del c o n j u n t o c o n v e x o y calcular el va lo r de la f unc ión 
o b j e t i v o . 

2. Examinar un p u n t o e x t r e m o adyacente al e n c o n t r a d o en la 
etapa I y calcular el nuevo v a l o r de la f unc ión o b j e t i v o . Si este 
nuevo v a l o r m e j o r a el o b j e t i v o , gua rda r la nueva so luc ión y r e 
pe t i r la etapa 2. En caso c o n t r a r i o , i gno ra r la so luc ión nueva y 
v o l v e r a e x a m i n a r o t r o p u n t o e x t r e m o . 

12 Decimos c o m o mínimo, porque c o m o hemos visto pueden exist i r ( raramen
te) situaciones en donde hay más de una solución ópt ima; aún así, s iempre habrá 
un punto e x t r e m o que dé el valor óp t imo . 
13 Un punto e x t r e m o A es adyacente a un punto e x t r e m o 6 si no existe ningún 
punto e x t r e m o ent re ellos. Por ejemplo, en la figura 3.2. los puntos 6 y D son ad
yacentes al punto C. 



Programación lineal II: métodos de resolución 57 

3. Regla de parada: cuando n o ex is te n ingún e x t r e m o adyacente 
que m e j o r e la so luc ión , nos hal lamos en el ó p t i m o . 

Es dec i r , que vamos de p u n t o e x t r e m o a p u n t o e x t r e m o adyacente 
s iempre que p o d a m o s m e j o r a r la so luc ión , hasta llegar a un p u n t o 
en d o n d e n o ex is te ningún p u n t o e x t r e m o adyacente al que nos en 
c o n t r a m o s . Esta so luc ión es la óp t ima . O b s e r v e m o s de nuevo p r o 
b lema lineal p resen tado en la secc ión 3.1 y su c o r r e s p o n d i e n t e so lu 
c ión gráfica presentada en la Figura 3.2. Para e n c o n t r a r una so luc ión 
inicial en un p u n t o e x t r e m o p o d e m o s f i j a r X | = 0 y X 2 = 0 y e l va lo r 
del ob je t i vo Z será igual a 0, so luc ión que c o r r e s p o n d e al p u n t o ex 
t r e m o A en la Figura 3.2. A h o r a examinamos el p u n t o e x t r e m o ad
yacente B, que c o r r e s p o n d e a los pun tos X | = 0 y X 2 = 6 y Z = 8,4. 
C o m o el ob je t i vo ha m e j o r a d o , man tenemos esta so luc ión y vo lve 
mos a examina r los pun tos e x t r e m o s adyacentes a B. C o m o el p u n 
t o A ya lo hemos v is i tado (y era c la ramente i n fe r io r ) , nos queda p o r 
v e r el p u n t o C . En este p u n t o e x t r e m o X | = 2 y X i = 5 y Z = 9. D e 
nuevo la so luc ión ha m e j o r a d o y la guardamos c o m o la m e j o r hasta 
ahora encon t rada . F inalmente, D es el ún ico p u n t o e x t r e m o que nos 
queda p o r examinar y c o m o en este p u n t o X | = 0 y X2 = 3 y Z = 7,8 
el a l g o r i t m o se para y estamos en el ó p t i m o . 

Dan tz i g y más t a r d e C h a m e s d e s a r r o l l a r o n un m é t o d o m a t e m á t i 
co para p o d e r e fec tua r estas ope rac iones , es dec i r , e n c o n t r a r los 
va lores de los p u n t o s e x t r e m o s adyacentes. Para p o d e r v e r c ó m o 
func iona , es necesar io real izar las cons iderac iones s iguientes: 

C o m o h e m o s v i s to , un p r o g r a m a l ineal está c o m p u e s t o p o r una 
func ión o b j e t i v o que q u e r e m o s o p t i m i z a r (max im iza r o m in im i za r ) , 
unas var iab les que d e n o m i n a r e m o s estructuro/es y un c o n j u n t o de 
res t r i cc iones . En genera l , p o d e m o s e n c o n t r a r t r e s t i p o s de res t r i c 
c iones en f u n c i ó n de la d i r e c c i ó n de la desigualdad: > , < o =. T o d a 
r e s t r i c c i ó n c o n los sen t idos > o < pueden t r a n s f o r m a r s e en una 
r e s t r i c c i ó n c o n igualdad añad iendo una var iab le. Si la desigualdad 
t i ene la d i r e c c i ó n <, p o d e m o s añad i r una variable de holgura. Po r 
e j emp lo , la r e s t r i c c i ó n X | + X2 < 7 se puede t r a n s f o r m a r en X | + 
+ X2 + X 3 = 7. Si en la so luc ión f inal del m o d e l o la r e s t r i c c i ó n se 
cump le c o n igualdad dados unos va lo res f inales de X | y X2 e n t o n 
ces la var iab le de ho lgu ra asociada a la r e s t r i c c i ó n es igual a 0. As í 
m i s m o , si la r e s t r i c c i ó n t i ene la d i r ecc i ón > , p o d e m o s añadi r una 
variable de exceso para o b t e n e r una ecuac ión l ineal. P o r e j emp lo , la 
r e s t r i c c i ó n X | + X2 > 12 puede t r a n s f o r m a r s e en X | + X2 - X 3 = 
= 12. La i n t e r p r e t a c i ó n es la m isma que en el caso a n t e r i o r : si en la 
so luc ión f inal X 3 = 0, la r e s t r i c c i ó n se c u m p l i r á c o n igualdad. 

C o n estas cons iderac iones, cua lqu ier p rog rama lineal con res t r i cc io 
nes de desigualdad puede t rans fo rmarse en un p r o b l e m a lineal con 
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todas las res t r icc iones con f o r m a de igualdad sin a l te rar la naturaleza 
matemát ica del p rob lema . Esta t r ans fo rmac ión se denomina la forma 
canónica o forma aumentada de un p rog rama lineal. Si t e n e m o s n va
riables y m res t r icc iones con desigualdad, cuando escr ib imos la f o r 
ma canónica del p r o b l e m a lineal t e n d r e m o s m nuevas variables de 
ho lgura o exceso, es dec i r , un t o t a l de m + n variables y m res t r i c 
c iones. En resumen , t e n d r e m o s que el c o n j u n t o de res t r icc iones 
f o r m a un c o n j u n t o de ecuaciones lineales con más variables que 
ecuaciones. En este caso ex is ten infinitas soluciones del s istema y 
nues t ro ob je t i vo es escoger en t r e ellas la que o p t i m i c e el va lo r de la 
func ión ob je t i vo . Po r o t r o lado, si t e n e m o s un p rog rama lineal con n 
variables, m res t r icc iones c o n desigualdad y r res t r icc iones c o n desi
gualdad, t e n d r e m o s m + n variables y m + r res t r icc iones con igual
dad en la f o r m a canónica. En este caso, para que el p r o b l e m a sea fac
t ib le , se t iene que cump l i r lo siguiente: m + n > m + r, el n ú m e r o de 
res t r i cc iones no puede superar el n ú m e r o de variables. 

Si u t i l i zamos el e j e m p l o de la secc ión 3 . 1 , la f o r m a canónica del 
p r o b l e m a será la s igu iente : 

M a x Z = 

s. a. 

X , + I , 4 X . 

x, 
I ^ X , 

+ 0 , 5 X 2 

+ X 2 

+ X 2 

+x. 

+x 
+x. 

+xr 

= 6 

= 6 

= 7 

+ X 6 = 9 

X, , X 2 X3 X 4 X5 X 6 > 0 

Los va lo res de las var iables en los pun tos e x t r e m o s se p resen tan 
en el C u a d r o 3 . 1 . 

C U A D R O 3.1 
P u n t o s e x t r e m o s d e l e j e m p l o 

6 
0 
0 
1,5 
3 
6 

9 
3 
1.2 
0 
0,6 
9 

Número de 
variables 
positivas 

4 
4 
4 
3 
4 
4 

Valor 
del 

objetivo 

0 
8,4 
9 
7,8 
6 
0 
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D i r e m o s que una solución aumentada es una so luc ión de la f o r m a 
canónica del p r o g r a m a l ineal. Una solución básica es una so luc ión 
aumentada en un p u n t o e x t r e m o . U n a solución básica factible es una 
so luc ión fact ib le en un p u n t o e x t r e m o . En n u e s t r o e j emp lo , los 
pun tos A , B, C , D y E son so luc iones básicas fact ib les. 

A con t i nuac ión e x a m i n a r e m o s las p rop iedades algebraicas de las 
so luc iones básicas. O b s é r v e s e que en n u e s t r o e j emp lo t e n e m o s 
dos var iables es t ruc tu ra les X| y X2 y c u a t r o var iables de ho lgura 
X3, X4, X5 y XÓ, que suman un t o t a l de seis var iables, y c u a t r o res
t r i c c i ones con igualdad o ecuac iones. T e n e m o s p o r lo t a n t o dos 
g rados de l ibe r tad para e n c o n t r a r so luc iones. Para e n c o n t r a r una 
so luc ión d e t e r m i n a d a t e n e m o s que f i jar a pr ior i dos var iables para 
o b t e n e r en tonces un s is tema c o n c u a t r o var iables y c u a t r o 
ecuac iones, que t e n d r á una so luc ión única. En el m é t o d o S imp lex 
s iempre se fija el v a l o r de dos var iables en 0. Estas var iables se d e 
nom inan variables no básicas y las res tantes , variables básicas. La so 
luc ión de este s is tema de ecuac iones es una solución básica. Si t odas 
las var iables básicas son no-negat ivas, t e n e m o s una solución básica 
factible. En el e j e m p l o t e n e m o s que en cua lqu ier p u n t o e x t r e m o 
fact ib le s i e m p r e t e n d r e m o s dos var iables iguales a 0 y 4 
no-negat ivas. La exp l i cac ión in tu i t i va de esta s i tuac ión es la s iguien
te : si o b s e r v a m o s un p u n t o e x t r e m o en la Figura 2.1 v e r e m o s que 
en él pasan dos rectas c o r r e s p o n d i e n t e s a dos res t r i cc iones c o n 
signo igual. Po r lo t a n t o , dos var iables de ho lgura asociadas a estas 
res t r i cc iones son iguales a 0. Estas son nuest ras var iables 
no-básicas. Si m i r a m o s el C u a d r o 3 . 1 , v e r e m o s que en cada p u n t o 
e x t r e m o s i empre hay c u a t r o var iables posi t ivas y dos con va lo r 0, 
e x c e p t o en el p u n t o e x t r e m o D, en d o n d e hay ún icamen te t res va
r iables mayo res que 0 (hay que r e c o r d a r que las cond ic iones de 
no-negat iv idad X|, X 2 > 0 t a m b i é n son res t r i cc iones del p r o b l e m a ) . 
S imp lemen te , es to es d e b i d o a que p o r este p u n t o pasan t r e s res
t r i c c i ones . 

El C u a d r o 3.1 nos puede ayudar a e n t e n d e r c ó m o func iona el a lgo
r i t m o S implex y a e n t e n d e r m e j o r el vocabu la r i o a lgebra ico def in i 
d o en este capí tu lo . Escojamos c o m o p u n t o de par t ida el p u n t o e x 
t r e m o A . C o m o h e m o s m e n c i o n a d o a n t e r i o r m e n t e , el m é t o d o 
S imp lex se mueve de p u n t o e x t r e m o a p u n t o e x t r e m o adyacente 
s iempre que el o b j e t i v o m e j o r e . El p u n t o A t i ene dos pun tos ex 
t r e m o s adyacentes. A m b o s m e j o r a n el o b j e t i v o . Escogemos el que 
aumen ta más el v a l o r del o b j e t i v o ( p u n t o B). En el p u n t o A ten ía
m o s una so luc ión básica fact ib le (dos var iables con va lo r 0, X| y X2 , 
y las o t ras c o n va lo res pos i t i vos ) . C u a n d o pasamos al p u n t o e x t r e 
m o B, obse rvamos que una var iab le es t r i c t amen te pos i t iva en A 
pasa a t e n e r el va lo r 0 (la var iab le Xe ) , m ien t ras que una de las va
r iables c o n va lo r 0 pasa a t e n e r un v a l o r e s t r i c t a m e n t e pos i t i vo (la 
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var iable X2 ) . Este p r o c e s o se rep i t e cada vez que pasamos de p u n 
t o e x t r e m o a p u n t o e x t r e m o adyacente : una de las var iables bási
cas ( con v a l o r pos i t i vo ) pasa a ser no-básica (va lo r 0) y una var iab le 
no-básica pasa a ser pos i t iva (var iable básica). En el p u n t o D , dos 
var iables que tenían va lo r pos i t i vo en el p u n t o e x t r e m o adyacente 
a n t e r i o r pasan a t e n e r un va lo r 0. En o t ras palabras, dos so luc iones 
básicas son adyacentes si t odas , m e n o s una de sus var iables 
no-básicas, son las mismas. Entonces, pasar de una so luc ión básica 
fact ib le a una adyacente impl ica el camb io del es tado básico de una 
var iable a u n o n o básico, y v iceversa. 

En t é r m i n o s genera les, el n ú m e r o de var iables no básicas de una 
so luc ión básica s i empre es igual a los g rados de l iber tad del s is tema 
de ecuac iones de la f o r m a canónica. El n ú m e r o de var iables básicas 
s iempre es igual al n ú m e r o de res t r i cc iones func iona les . 

Propiedades de las soluciones factibles en un punto extremo 

1. Si ex is te una única so luc ión ó p t i m a , en tonces ésta t i ene que 
ser o b l i g a t o r i a m e n t e una so luc ión fact ib le en un p u n t o e x t r e 
m o (una so luc ión básica fact ib le) . Si hay varias so luc iones ó p t i 
mas, en tonces , c o m o m í n i m o , t i ene que haber dos que sean 
fact ib les en p u n t o s e x t r e m o s adyacentes. 

2. Existe un n ú m e r o f i n i t o de so luc iones fact ib les en los pun tos 
e x t r e m o s . 

3. Si una so luc ión en un p u n t o e x t r e m o es igual o m e j o r (según el 
va lo r de Z ) que todas las so luc iones de los p u n t o s e x t r e m o s 
adyacentes, en tonces ésta es igual o m e j o r que todas las o t r a s 
so luc iones en t o d o s los p u n t o s e x t r e m o s ; es dec i r , es ó p t i m a . 

A h o r a que ya c o n o c e m o s los pasos que efectúa el m é t o d o S imp lex 
para buscar una so luc ión ó p t i m a de un p r o g r a m a l ineal, hace fal ta 
es tud iar cómo se real izan éstos. Para e n t e n d e r la mecán ica del m é 
t o d o , t e n e m o s que dar respuestas a las preguntas s iguientes: 

1. P a s o i n i c i a l : ¿ C ó m o se lecc ionamos la so luc ión fac t ib le inicial 
en un p u n t o e x t r e m o (la so luc ión básica fact ib le inicial)? 

2 . P a s o i t e r a t i v o : C u a n d o buscamos un t ras lado a una so luc ión 
fact ib le en un p u n t o e x t r e m o adyacente (una so luc ión básica 
fac t ib le adyacente) : 

a) ¿ C ó m o se se lecc iona la d i r ecc i ón del t raslado? (¿Qué var ia 
ble n o básica se escoge para t r a n s f o r m a r l a en básica?) 

b) ¿Adónde se real iza el t ras lado? (¿Qué var iab le básica se 
t r a n s f o r m a en no-básica?) 

c) ¿ C ó m o iden t i f i camos la nueva solución? 
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3 . P r u e b a d e o p t i m a l i d a d : ¿ C ó m o d e t e r m i n a m o s que la so lu 
c ión fac t ib le en un p u n t o e x t r e m o (so luc ión básica fac t ib le) n o 
t i ene so luc iones fact ib les en un p u n t o e x t r e m o adyacente (so
luc iones básicas adyacentes) que sean mejores? 

Para r e s p o n d e r a estas p reguntas , de m o m e n t o c o n s i d e r a r e m o s 
ún i camen te el caso de un p r o g r a m a lineal con res t r i cc iones de t i p o 
« m e n o r o igual» (< ) . Más ade lante amp l i a remos el análisis cuando 
el p r o b l e m a t a m b i é n c o n t i e n e los o t r o s t i pos de res t r i cc iones . 

En p r i m e r lugar r e -esc r i b imos n u e s t r o e j e m p l o en la f o r m a canón i 
ca equ iva len te : 

M a x Z 

s. a 

(0) Z - X , - l , 4 X 2 = 0 

(1) X , + 0 , 5 X 2 +X3 = 6 

(2 ) C S X , + X 2 + X 4 = 6 

(3) X , + X 2 + X 5 = 7 

(4 ) M X , + X 2 + X 6 = 9 

X , X 2 X3 x4 x5 x6 > 0 

O b s é r v e s e que a h o r a la ecuac ión (0) del o b j e t i v o está inc lu ida d e n 
t r o del s is tema de ecuac iones y que p o d e m o s cons i de ra r Z c o m o 
una var iab le ad ic iona l . 

I. P o s o i n i c i a l 

Este paso inicial cons is te en e n c o n t r a r cua lqu ie r so luc ión básica 
fact ib le . U n a mane ra fácil de hace r lo es igualando las var iables es
t r u c t u r a l e s del m o d e l o a 0. Si o b s e r v a m o s la f o r m a canón ica equ i 
va len te t e n d r e m o s que igualando X | y X2 a 0 las var iables de ho lgu 
ra a u t o m á t i c a m e n t e cogen va lo res pos i t i vos (X3 = 6, X4 = 6, X5 = 
= 7, X s = 9) c o r r e s p o n d i e n t e al p u n t o e x t r e m o A . Po r lo t a n t o , la 
so luc ión fac t ib le será (0,0,6,6,7,9) . 

La razón p o r la cual la so luc ión encon t rada se deduce ráp idamente 
es deb ido a que cada ecuación t i ene una única var iable básica con un 
coef ic iente asociado a ella igual a + I , y que esta var iable básica no 
aparece en ninguna o t r a ecuación del sistema. P r o n t o obse rva remos 
que, cuando el c o n j u n t o de variables básicas cambia, el a l g o r i t m o 
Simplex ut i l iza un m é t o d o algebraico l lamado eliminación de Gauss 
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para p o n e r las ecuaciones en esta f o r m a tan conven ien te para o b t e 
ner las soluc iones básicas factibles subsecuentes. Esta f o r m a func io 
nal (una var iable básica p o r ecuac ión con coef ic iente + I ) se d e n o 
mina formo apropiada de eliminación gausiana. 

2 ) P o s o / terot iVo; 

En cada i terac ión, el m é t o d o Simplex se mueve desde una soluc ión 
básica factible a una soluc ión básica factible adyacente que me jo ra el 
ob je t ivo . Este m o v i m i e n t o consiste en conve r t i r una variable no-bá
sica (llamada variable básica entrante) en una variable básica y, al m i smo 
t i e m p o , conve r t i r una variable básica (llamada variable básica saliente) 
en variable no-básica, y a ident i f icar la nueva soluc ión básica factible. 

P r e g u n t a a ) : ¿Cuál es el c r i t e r i o para se lecc ionar la var iab le bá
sica en t ran te? 

Las candidatas para la var iab le básica e n t r a n t e son las n var iables 
n o básicas actuales. Esta var iab le , que escoge remos para pasar de 
no-básica a básica, pasará de t e n e r un v a l o r 0 a t e n e r un v a l o r pos i 
t i v o , m ien t ras que las res tan tes segui rán c o n v a l o r 0. C o m o el m é 
t o d o S imp lex r equ ie re que este c a m b i o imp l ique una m e j o r a en el 
o b j e t i v o , es necesar io que la tasa de camb io en Z , al a u m e n t a r el 
v a l o r de la var iab le básica e n t r a n t e , sea pos i t i vo . O b s e r v e m o s la 
ecuac ión (0) del s is tema. Esta e x p r e s i ó n ref le ja el v a l o r de Z en 
func ión de las var iables no-básicas, y p o r lo t a n t o el coe f i c ien te 
asoc iado a estas var iables es la tasa de camb io del va lo r del o b j e t i 
v o . Si, p o r e j emp lo , X 2 pasa de ser 0 a ser I , el o b j e t i v o a u m e n t a r á 
en 1,4 unidades. C o m o c r i t e r i o , escoge remos la var iab le cuyo c o 
ef ic ien te a u m e n t e más el o b j e t i v o al pasar a ser básica l4. 

En n u e s t r o e j emp lo , las dos var iables no-básicas son candidatas a 
e n t r a r en la base, ya que aumenta r ían el va lo r del o b j e t i v o . Escoge
m o s X2 , ya que t i ene un coe f i c ien te en la ecuac ión (0) más e levado. 

P r e g u n t a b ) : ¿ C ó m o iden t i f i camos la var iab le básica saliente? 
Si i g n o r a m o s las var iables de ho lgura , al a u m e n t a r el v a l o r de X 2 
m a n t e n i e n d o X | igual a 0, nos desplazamos p o r el eje de las o r d e 
nadas (que c o r r e s p o n d e n p rec i samen te a los va lo res de X2) . La so
luc ión adyacente se alcanza en el p u n t o B, que v iene d e t e r m i n a d a 
p o r la r e s t r i c c i ó n 0,5 X | + X 2 < 6, que se cump l i r á c o n igualdad y 
p o r lo t a n t o aco ta rá en 6 el v a l o r de X2 . 

C u a n d o esc r ib imos el p r o b l e m a en f o r m a canónica, las so luc iones 
fact ib les t i enen que c u m p l i r t a n t o las res t r i cc iones func iona les 

14 Este c r i te r io es subjetivo y no implica que la solución ópt ima sea alcanzada 
más rápidamente. 
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c o m o las de no-negat iv idad de todas las var iables, incluidas las de 
ho lgura . C u a n d o vamos a u m e n t a n d o el va lo r de X2 m a n t e n i e n d o 
X i = 0 (var iable no-básica) , algunas de las var iables en la base actual 
(X3, X4 , X5, XÓ) t a m b i é n van camb iando de va lo r para m a n t e n e r 
vá l ido el s is tema de ecuac iones. A lgunas de estas var iables se r e d u 
c i rán al a u m e n t a r X2. La so luc ión básica adyacente se alcanza cuan
d o la p r i m e r a var iab le básica que tenía va lo r pos i t i vo pasa a ser 
igual a c e r o ( r e c o r d e m o s las res t r i cc iones de no-negat iv idad) . Esta 
var iab le será la que sale de la base y p o r lo t a n t o se t r a n s f o r m a r á 
en no-básica. Po r lo t a n t o , una vez escogida la var iable que e n t r a r á 
en la base, la var iable que sale de la base será aquel la que l legue p r i 
m e r o a 0. La var iable básica actual c o n la co ta s u p e r i o r más peque
ña j u n t o c o n la r es t r i c c i ón su no-negat iv idad será la escogida. 

Exam inemos esta cues t i ón en n u e s t r o e j emp lo . T e n e m o s que las 
var iables básicas candidatas a sal ir de la base son X3, X4 , X5 y Xe. 
En el C u a d r o 3.2, se p resen tan los cálculos para ident i f icar cuál es 
la var iable básica sal iente. 

C o m o X | es una var iab le no-básica, t e n d r e m o s que X | = 0 en la se
gunda c o l u m n a del C u a d r o 3.2. La t e r c e r a c o l u m n a indica las cotas 
supe r i o res para X2 antes de que la var iab le básica c o r r e s p o n d i e n t e 
a la p r i m e r a c o l u m n a sea negativa. Po r e j emp lo , X3 = 0 si X 2 = 12 
(m ien t ras que X3 > 0 si X2 < 12, y X3 < 0 cuando X2 > 12). C o m o 
X4 (la var iable de ho lgura c o r r e s p o n d i e n t e a la r es t r i c c i ón 0,5 X | + 
+ X 2 < 6) i m p o n e la c o t a negat iva más pequeña s o b r e X2 , la var ia
ble básica sal iente será X4 , de mane ra que en la nueva s i tuac ión 
t e n d r e m o s que X4 = 0 (no-básica) y X2 = 6 (básica). 

C U A D R O 3.2 
C á l c u l o s p a r a o b t e n e r l a v a r i a b l e s a l i e n t e 

Variable básica Ecuación Cota Superior 
para X2 

X4 

Xs 

X3 = 6 - X | - 0 , 5 X 2 
X4 = 6 - 0 , 5 X I - X 2 
Xcj — 7 — X | — 
X6 = 9 - I ^ X . - X , 

X 2 < 6/0,5= 12 
X2 < 6 <— mínimo 

X 2 < 7 
X 2 < 9 

P r e g u n t a c ) : ¿ C ó m o p o d e m o s ident i f i car de manera c o n v i n 
cen te la nueva so luc ión básica factible? 

Después de haber iden t i f i cado las var iables en t ran tes y sal ientes de 
la base ( inc luyendo el v a l o r de la var iab le básica en t ran te ) , necesi 
t a m o s c o n o c e r cuál es el va lo r nuevo del r e s t o de var iables básicas. 
Para p o d e r calcular estos va lo res , el m é t o d o Simplex ut i l iza la f o r 
ma aprop iada de e l im inac ión de Gauss que ten íamos en el paso in i -
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cial (aquel la en la cual cada ecuac ión t i ene ún i camen te una var iab le 
básica c o n coe f i c ien te + 1 , y esta var iable básica aparece en una ún i 
ca ecuac ión) . Se t r a t a de e n c o n t r a r la nueva f o r m a ap rop iada des
pués del c a m b i o de base. Se necesi ta real izar dos ope rac iones alge
braicas n o r m a l m e n t e ut i l izadas para reso l ve r s istemas de ecuac io 
nes l ineales. Estas ope rac iones son : 

1. Mu l t i p l i ca r (o d iv id i r ) una ecuac ión p o r una cons tan te d i f e ren 
t e de 0. 

2. Sumar (o res ta r ) un mú l t i p le de una ecuac ión c o n o t r a ecua
c ión . 

Estas ope rac iones son legít imas p o r q u e impl ican ún i camen te : 
I ) mu l t i p l i ca r cosas iguales ( los dos lados de la ecuac ión) p o r una 
cons tan te y 2) sumar cosas iguales c o n cosas iguales. Po r lo t a n t o , 
una so luc ión que c u m p l e un s is tema de ecuaciones d e t e r m i n a d o 
t a m b i é n lo hará después de la t r a n s f o r m a c i ó n . 

V a m o s a v e r c ó m o func iona en n u e s t r o e j emp lo . C o n s i d e r e m o s un 
s istema de ecuac iones or ig ina les, en el cual se m u e s t r a n las var ia 
bles básicas en negr i ta . El p r o b l e m a se puede esc r ib i r de la f o r m a 
s iguiente: 

(0) Z - X , - l , 4 X 2 = 0 

(1) X, +0,5X2 +X3 = 6 

(2) O^X, +X2 +X4 = 6 

(3) X, +X2 +X5 = 7 

(4) M X , +X2 +Xé = 9 

Obsérvese que X2 ha sus t i tu ido a X4 c o m o var iable básica en la 
ecuación (2). A h o r a t e n e m o s que reso lver este sistema de ecuacio
nes para e n c o n t r a r los valores de las variable básicas X2, X3, X 5 , XÓ 
( r e c o r d e m o s que ahora X | y X 4 = 0) y de Z . C o m o que X 2 t iene un 
coef ic iente igual a +1 en la ecuación (2), no necesi tamos real izar n in 
guna t r ans fo rmac ión . Si el coef ic iente hubiese sido d i fe ren te de I, 
hub ié ramos t e n i d o que d iv id i r ambos lados de la ecuación p o r éste 
para que X2 tenga un coef ic iente asociado igual a I. N o s re fe r i r emos 
al resu l tado de esta t r ans fo rmac ión Ecuación (2) nueva. 

El paso siguiente es el iminar X2 de las ot ras ecuaciones. C o m e n c e m o s 
p o r la ecuación (0). Tenemos que realizar la operac ión siguiente: 

Ec. (0) nueva = ec. (0) ant igua + 1.4 • ec.(2) nueva 
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Es dec i r : 

Z - X , - l , 4 X 2 = 0 

+ ( O J X , + I , 4 X 2 +|,4X4 =8,4) 

Z -O .SX, + I ,4X4 =8 ,4 

T e n e m o s que real izar el m i s m o p r o c e d i m i e n t o para las ecuac iones 
( I ) , (3) y (4). Lo h a r e m o s a c o n t i n u a c i ó n para la ecuac ión ( I ) . T e 
n e m o s que , para e l im ina r X2 de la ecuac ión ( I ) , t e n e m o s que rea l i 
zar la o p e r a c i ó n s iguiente: 

Ec.(0) nueva = ec. (0) ant igua - 0,5 • ec.(2) nueva 

X , +0,5X2 +X3 = 6 

- ( CUSX, +0,5X2 + 0 , 5 X 4 = 3 ) 

0 ,7SXi +X3 - 0 , 5 X 4 = 3 

Si u t i l i zamos el m i s m o p r o c e d i m i e n t o para las ecuac iones (3) y (4) 
para e l im inar X2 y o b t e n e m o s la nueva f o r m a gausiana s igu iente del 
s is tema de ecuac iones: 

(0) Z - ( U X , + I ,4X4 =8 ,4 

(1) O J S X , +X3 -0 ,5X4 = 3 

( 2 ) O ^ X , + X 2 + X 4 = 6 

(3) O ^ X , - X 4 + X 5 = 1 

(4) 0 , 9 ^ - X 4 + X 6 = 3 

Si c o m p a r a m o s este n u e v o s is tema de ecuac iones c o n el a n t e r i o r , 
v e r e m o s que sigue t e n i e n d o la f o r m a aprop iada de e l im inac ión de 
Gauss que p e r m i t e o b t e n e r i n m e d i a t a m e n t e el va lo r de las var ia 
bles en la so luc ión ( r e c o r d e m o s que X4 = 0 y X | = 0 ) . Hay que o b 
servar que en la ecuac ión (0) s i e m p r e están ún i camen te las var ia 
bles no-básicas. A h o r a t e n e m o s una nueva so luc ión básica fac t ib le 
igual a (0,6,3,0,1,3) que c o r r e s p o n d e al p u n t o e x t r e m o B. El va lo r 
de l o b j e t i v o es igual a 8,4. 

El s igu iente paso es v e r si esta nueva so luc ión es la ó p t i m a . Para 
e l lo e x a m i n a m o s en la s iguiente ecuac ión [que c o r r e s p o n d e a la 
ecuac ión (0) ] los coef ic ien tes de las var iables n o básicas: 

Z = 8,4 + 0,3X| - 1,4X4 
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C o m o la no-básica X | t i e n e un coe f i c ien te pos i t i vo (0 ,3) , si la var ia 
ble pasa a ser pos i t iva el v a l o r de l o b j e t i v o aumen ta rá . Po r lo t a n t o , 
n o es tamos en la so luc ión ó p t i m a y hay que real izar de nuevo el 
p r o c e s o , en d o n d e X | e n t r a r á en la base y o t r a var iab le básica de ja
rá de se r lo . 

Segunda iteración 

• P a s o I . C o m o q u e la ecuac ión (0) actual es Z = 8,4 + 0 , 3 X | -
- 1,4X4, la f unc ión s ó l o a u m e n t a r á si X | aumen ta . Ya t e n e m o s la 
var iab le que e n t r a r á en la base. 

• P a s o 2 . El l ím i te s u p e r i o r s o b r e X | antes de que las var iables 
básicas sean negativas está ind icado en el C u a d r o 3.3: 

C U A D R O 3.3 
C á l c u l o s p a r a o b t e n e r l a v a r i a b l e s a l i e n t e 

Variable básica Ecuación Cota Superior 
para X2 

X3 ^ B - O J S X i - O . S X ^ 
X2 = 6-0,5X1 - X4 
Xs = I -0 ,5X| + X 4 
X6 = S - O ^ X , + X 4 

X , < 3/(0,75) = 4 
X , < 12 

X | < 2 <— mínimo 
X , < 3,3 

Escogeremos X 5 c o m o la var iab le básica sal iente, ya que es la que , 
a med ida que a u m e n t a el v a l o r de X | , alcanza p r i m e r o el v a l o r 0. 

• P a s o 3 . Después de e l im ina r X | de todas las ecuac iones del 
c o n j u n t o actua l , e x c e p t o de la ecuac ión (3 ) , en la cual X | sus t i t u 
ye a X5 c o m o var iab le básica, el nuevo c o n j u n t o de ecuac iones 
en la f o r m a ap rop iada de e l im inac ión de Gauss es: 

(0) 

(I) 

( 2 ) 

(3) 

( 4 ) 

X , 

+ X . 

+x 

+ 0 , 8 X 4 + 0 , 6 X , 

+x. 
+ 2 X . 

- 2 X . 

• I ,5X5 

+2XC 

-0 ,8X4 + I , 8X5 + X 6 

= 9 

= 1.5 

= 5 

= 2 

= 1,2 

La so luc ión básica fac t ib le s igu iente es (2 ; 5; 1,5; 0; 0; 5) y el v a l o r 
del o b j e t i v o es Z = 9. 
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• P r u e b a d e o p t i m a l i d a d . 

T e n e m o s que ver i f i ca r si las var iables no-básicas del o b j e t i v o t i e 
nen coef ic ien tes que p e r m i t a n a u m e n t a r el va lo r de l ob j e t i vo si és
tas cogen va lores pos i t i vos . El n u e v o o b j e t i v o es: 

Z = 9 - 0,8X4 - 0,6X5 

C o m o las var iables no-básicas t i e n e n un coe f i c ien te negat ivo, el va
l o r del o b j e t i v o n o puede aumen ta r . Estamos en el ó p t i m o y la so
luc ión f inal es X | = 2, X2 = 6 y Z = 9. 

En r e s u m e n , el m é t o d o S imp lex t i ene los pasos s iguientes: 

1. I n t r o d u c i r las var iables de ho lgu ra para o b t e n e r la f o r m a canó
nica del p r o g r a m a . 

2. E n c o n t r a r una so luc ión inicial de un p u n t o e x t r e m o y real izar 
la p rueba de op t ima l i dad . 

3. Si n o es tamos en el ó p t i m o : 

a) D e t e r m i n a r la var iab le básica e n t r a n t e : se lecc ionar la var ia
ble n o básica que , al a u m e n t a r su va lo r , a u m e n t e más ráp i 
d a m e n t e el v a l o r de l o b j e t i v o . 

b) D e t e r m i n a r la var iab le básica sal iente: ésta es la que alcanza 
el va lo r 0 más r áp i damen te a med ida que a u m e n t a m o s la va
r iable e n t r a n t e . 

c) Una vez que sabemos cuál es la var iab le básica que sale de la 
base, se d e t e r m i n a la nueva so luc ión básica fact ib le: a p a r t i r 
del c o n j u n t o actual de ecuac iones se aislan las var iables bá
sicas y Z en t é r m i n o s de las var iables no-básicas u t i l i zando 
el m é t o d o de e l im inac ión de Gauss. Las var iables no-básicas 
se igualan a 0; cada var iab le básica j u n t o c o n Z es igual al 
nuevo lado d e r e c h o de la ecuac ión en la cual aparece c o n 
coe f i c ien te + 1 . 

4 . E x a m i n a m o s si la nueva s o l u c i ó n e n c o n t r a d a es ó p t i m a : ú n i 
c a m e n t e n e c e s i t a m o s e x a m i n a r los c o e f i c i e n t e s de las va r i a 
b les n o básicas q u e es tán en el o b j e t i v o . Si t o d o s los c o e f i 
c i en tes son nega t i vos , e s t a m o s en el ó p t i m o . P o r o t r o l ado , 
si c o m o m í n i m o u n o de los c o e f i c i e n t e s asoc iados a las 
va r iab les básicas es p o s i t i v o , t e n e m o s q u e r e p e t i r los pasos 
2 y 3. 
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3.3. Adaptación a otro tipo de modelos 

Hasta a h o r a h e m o s es tud iado el m é t o d o S implex para p r o b l e m a s 
de max im izac ión c o n res t r i cc iones con la desigualdad <. Pero hay 
o t r o s casos c o m o los p r o b l e m a s de m in im izac ión y la ex is tenc ia de 
res t r i cc iones c o n igualdad o c o n desigualdad >. A c o n t i n u a c i ó n ve 
r e m o s c ó m o adapta r la f o r m u l a c i ó n del m o d e l o c o n alguna de es
tas caracter ís t icas para p o d e r ut i l izar el m é t o d o S implex . 

3 .3 .1 . R e s t r / c c / o n e s c o n i g u a l d a d 

El p r o b l e m a básico c o n las res t r i cc iones de igualdad es la o b t e n 
c ión de una so luc ión básica fact ib le inicial. Supongamos que, en 
n u e s t r o e j emp lo , la r e s t r i c c i ó n (3) se t i ene que c u m p l i r c o n igual
dad ( X | + X2 = 7) . En este caso, en p r inc ip io , no hay que i n t r o d u c i r 
una var iab le de ho lgu ra para f o r m a r la f o r m a canónica. 

Si p r o c e d e m o s a e n c o n t r a r una so luc ión inicial fact ib le igualando 
X | y X2 a 0 nos e n c o n t r a m o s c o n el p r o b l e m a de que la r e s t r i c c i ó n 
(3) no se cump le . Para p o d e r o b t e n e r una so luc ión inicial fact ib le , 
nos v e m o s ob l igados a i n t r o d u c i r una nueva var iab le no-negat iva , 
d e n o m i n a d a arti f icial S3, de la s iguiente f o r m a : 

X i + X 2 + S3 = 7 

Grac ias a la i n t r o d u c c i ó n de esta va r i ab le a r t i f i c ia l S3 ya p o d e 
m o s e n c o n t r a r una s o l u c i ó n in ic ia l f ac t i b le en d o n d e S3 es una 
va r iab le básica igual a 7. D e h e c h o , h e m o s a u m e n t a d o el n ú m e r o 
de va r iab les a ñ a d i e n d o una q u e n o t i e n e n inguna i n t e r p r e t a c i ó n 
e c o n ó m i c a , p e r o q u e nos s i r ve para e n c o n t r a r una s o l u c i ó n i n i 
cial f ac t i b l e . Es m e r a m e n t e un a r t i f i c i o m a t e m á t i c o . P e r o , en la 
s o l u c i ó n f i na l , q u e r e m o s que esta s o l u c i ó n tenga el v a l o r 0 (sea 
n o básica) , ya q u e , si e s t o n o es así, el p r o b l e m a n o t e n d r í a s e n t i 
d o (la r e s t r i c c i ó n n o se c u m p l i r í a c o n igua ldad) . Para p o d e r c o n 
s e g u i r l o , a ñ a d i m o s es ta va r i ab le a r t i f i c ia l en el o b j e t i v o , p e r o 
c o n un c o e f i c i e n t e nega t i vo de v a l o r m u y e l e v a d o ( r e s p e c t o a 
los o t r o s ) , q u e l l a m a r e m o s M : 

Z = X i + 1 , 4 X 2 - MS3 

C o m o este va lo r penal iza la var iab le en el ob j e t i vo , el m é t o d o S im
p lex escogerá esta var iab le para salir de la base y nunca más vo l ve 
rá a e n t r a r (es dec i r , se quedará con el va lo r 0 ) . Po r lo t a n t o , en la 
so luc ión f inal S3 t e n d r á el va lo r 0. Si es to no fuera así, el p r o b l e m a 
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sería infactible. En la p r ó x i m a secc ión v e r e m o s c ó m o e l im ina r esta 
var iable del o b j e t i v o . 

3 .3 .2 . R e s t r i c c i o n e s c o n d i recc ión > 

Supongamos a h o r a que la r e s t r i c c i ó n (3) es la s igu iente: 

X i + X 2 > 7 

En este caso t e n e m o s que e n c o n t r a r una so luc ión inicial de la m is 
ma f o r m a que hacíamos a n t e r i o r m e n t e para p o d e r e jecu ta r el m é 
t o d o S implex . A h o r a b ien , en este caso añad imos una variable de 
exceso no-negat iva , E3, que m ide la d i fe renc ia e n t r e el v a l o r del lado 
i zqu ie rdo de la ecuac ión ( X | + X2) y el lado d e r e c h o (7 ) . Esta var ia 
ble t e n d r á un s igno negat ivo en la ecuac ión : 

X i + X2 - E3 = 7 

A h o r a b ien, al f i jar in ic ia lmente X | y X2 iguales a 0, E3 se igualará a 
- 7 , p o r lo que t e n d r á un va lo r negat ivo, i ncump l iendo las cond i c io 
nes de no-negat iv idad de todas las variables en el m é t o d o Simplex. 
D e nuevo, t e n e m o s que r e c u r r i r al ar t i f ic io de i n t r o d u c i r una var ia
ble art i f icial que nos p e r m i t a o b t e n e r una so luc ión fact ible inicial S3: 

X i + X2 - E3 + S3 = 7 

En este caso escogemos S3 c o m o var iab le básica inicial c o r r e s p o n 
d ien te a la r e s t r i c c i ó n (3 ) . C o m o en el caso a n t e r i o r ( r es t r i c c i ones 
c o n igualdad), a ñ a d i r e m o s la var iab le ar t i f ic ia l S3 en el o b j e t i v o c o n 
un coe f i c ien te - M . Si esta var iab le c o n t i n ú a c o n va lo r p o s i t i v o al f i 
nal del m é t o d o S imp lex , el p r o b l e m a es in fact ib le . 

El hecho de añad i r la var iab le ar t i f ic ia l en el o b j e t i v o impl ica que , al 
in ic iar el m é t o d o S imp lex , el c u a d r o inicial n o esté en la f o r m a 
aprop iada de e l im inac ión gausiana, ya que esta f o r m a r e q u i e r e que 
todas las var iab les básicas tengan un coe f i c ien te 0 en la ecuac ión 
(0) c o r r e s p o n d i e n t e al o b j e t i v o , y en este caso la var iab le básica S3 
t i ene un coe f i c ien te igual a - M . En tonces , para p o d e r in ic iar el m é 
t o d o S implex , t a n t o si t e n e m o s res t r i cc iones c o n igualdad o des i 
gualdad >, t e n e m o s que t r a n s f o r m a r esta ecuac ión (0) en la f o r m a 
ap rop iada de e l im inac ión de Gauss, para p o d e r así d e t e r m i n a r t a n 
t o la var iab le que e n t r a r á en la base c o m o el t e s t de o p t i m a l i d a d . 
D e nuevo , el p r o c e d i m i e n t o es el de s iempre : el m é t o d o de e l im i 
nac ión de Gauss. En este caso, el p r o c e d i m i e n t o es m u y s imi lar al 
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u t i l i zado hasta a h o r a en el m é t o d o S implex. T e n d r e m o s que real i 
zar la o p e r a c i ó n s igu iente : 

Ec. (0) nueva = ec. (0) ant igua - • ec.(3) 

Es dec i r : 

Z X , - l . 4 X 2 + M S 3 = 0 

Z n >S + X 2 - E 3 S3 ^ 7 ) 

Z ( - M + O X , ( - M - I , 4 ) X 2 - M E 3 = - 7 M 

A h o r a ya p o d e m o s p r o c e d e r c o n el m é t o d o S implex , ya que todas 
las var iables básicas en la ecuac ión (0) t i enen un coe f i c ien te asocia
d o igual a 0. A h o r a t e n e m o s que dec id i r qué var iab le no-básica t i e 
ne que e n t r a r en la base. Escogeremos aquel la c u y o coe f i c ien te au 
m e n t e más el o b j e t i v o . En este caso, escoger íamos E3 c o m o var ia 
ble básica e n t r a n t e y p r o c e d e r í a m o s a buscar la var iab le básica 
sal iente de la m isma f o r m a que lo h i c imos a n t e r i o r m e n t e . H e m o s 
de o b s e r v a r que c u a n d o E3 e n t r a en la base y o t r a var iab le sale de 
la base (es dec i r , nos desp lazamos a un nuevo p u n t o e x t r e m o adya
cen te ) , el coe f i c ien te de E3 en el o b j e t i v o t o m a r á el v a l o r 0. A m e 
d ida que el p r o c e d i m i e n t o c o n t i n ú a , las var iables c o n el v a l o r M en 
el o b j e t i v o van e n t r a n d o en la base y l legará un p u n t o en que M d e 
saparecerá del s is tema. Si en la so luc ión f inal aún t e n e m o s M en la 
ecuac ión (0 ) , el s is tema n o t i e n e so luc ión . 

Si t e n e m o s más de una r e s t r i c c i ó n c o n igualdad, el p r o c e d i m i e n t o 
es e x a c t a m e n t e el m i s m o . Cada una de las var iables art i f ic ia les t e n 
d r á un coe f i c ien te - M en el o b j e t i v o y t e n d r e m o s que e n c o n t r a r la 
f o r m a ap rop iada de e l im inac ión de Gauss. 

3 . 3 . 3 . M i n i m i z a c i ó n 

Hasta aho ra , h e m o s e x a m i n a d o el m é t o d o S imp lex cuando esta
m o s m a x i m i z a n d o el o b j e t i v o . P e r o , en m u c h o s casos, t e n e m o s 
que m in im iza r el o b j e t i v o ( p o r e j e m p l o , m in im iza r costes , m i n i m i 
zar el g r a d o de c o n t a m i n a c i ó n o m in im iza r la m o r t a l i d a d ) . Lo más 
senci l lo es mu l t i p l i ca r el o b j e t i v o p o r - I . Po r e j e m p l o : 

M i n Z = 3 X | + 4 X 2 

Es equ iva len te a: 

M a x - Z = - 3 X | - 4 X 2 
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U na vez hecha esta t r a n s f o r m a c i ó n , p o d e m o s apl icar el m é t o d o 
S implex desc r i t o en esta secc ión . La causa de esta equivalencia es 
que, c u a n t o m e n o r es Z , m a y o r es - Z . 

O t r a manera de o p e r a r con un o b j e t i v o de m in im izac ión es selec
c iona r la variable no-básica entrante que reduzca en m a y o r g rado el 
va lo r del o b j e t i v o . 

3 .3 .4 . Va r i ab les n o a c o t a d a s 

Puede o c u r r i r que en algunas fo rmu lac iones las variables puedan co 
ger va lores negat ivos. En este caso, hay que mod i f i car el m o d e l o 
para p o d e r ut i l izar el m é t o d o Simplex, ya que éste ún icamente per
m i te que las variables t o m e n va lores pos i t ivos o ce ro . 

Supongamos que la var iab le X¡ n o está acotada i n f e r i o r m e n t e . Para 
p o d e r reso l ve r el p r o b l e m a , t e n d r e m o s que sus t i tu i r esta var iable 
en todas las ecuac iones p o r dos var iables X * y X r de la manera s i 
gu ien te : 

x¡ =x: - x -

en donde X ^ > 0 y X r > 0 . C o m o estas dos variables pueden coger 
cualquier valor no-negativo, su diferencia puede ser cualquier valor (po
sit ivo o negativo). A h o r a ya podemos aplicar el m é t o d o Simplex. En la 
solución final, debido a las propiedades geométr icas de la solución facti
ble en un punto e x t r e m o , nunca tend remos las dos variables con valo
res posit ivos. O únicamente una de ellas t iene valor estr ic tamente posi
t i vo y la o t ra igual a 0 (o viceversa), o las dos son iguales a 0. 

3.4. Situaciones especiales en el método Simplex 

¿Qué pasa cuando vamos a escoger la var iab le no-básica e n t r a n t e y 
hay un empa te en el c r i t e r i o? ¿ C ó m o d e t e c t a m o s p rob lemas sin 
solución? ¿y si la so luc ión es infinita? A con t i nuac ión e x a m i n a r e m o s 
c ó m o el m é t o d o S imp lex l idia c o n estas s i tuac iones. 

Empate en la variable entrante 
Si hay dos var iables que t i enen el coe f i c ien te más grande (en va lo r 
abso lu to ) igual en la ecuac ión (0 ) , se escoge a r b i t r a r i a m e n t e una de 
ellas para e n t r a r en la base. 

Empate en la variable saliente 
Supongamos que a h o r a el e m p a t e se p r o d u c e e n t r e dos o más va
r iables básicas al examina r el c r i t e r i o de salida. Si es to sucede, t o -
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das las var iables alcanzan el va lo r 0 al m i s m o t i e m p o cuando au 
m e n t a el v a l o r de la var iab le e n t r a n t e . Entonces, las var iables bási
cas que n o habíamos escog ido c o m o sal ientes de la base t a m b i é n 
t e n d r á n v a l o r 0 en la so luc ión . Este t i p o de so luc iones se l laman de
generados. Inc luso, si una de estas var iables c o n t i n ú a c o n el va lo r 0 
hasta que se se lecc iona c o m o var iable sal iente en una i t e rac ión 
p o s t e r i o r , la var iab le no-básica e n t r a n t e t a m b i é n se quedará c o n 
v a l o r 0 y el v a l o r del o b j e t i v o no cambiará. Puede pasar que , si Z se 
queda igual, en vez de m e j o r a r el o b j e t i v o en cada i t e rac i ón , el m é 
t o d o S imp lex e n t r e en un c ic lo que rep i t e p e r i ó d i c a m e n t e las mis 
mas so luc iones , en vez de i r camb iando para a u m e n t a r el v a l o r del 
o b j e t i v o . D e h e c h o , se han e l a b o r a d o p rog ramas l ineales c o n c ic los 
in f in i tos . Po r sue r te , en la prác t ica esta s i tuac ión es casi i nex i s ten te 
y n o r m a l m e n t e los empates se r o m p e n a r b i t r a r i a m e n t e . 

No hay variable básica saliente: Z no acotado 
¿Qué pasa cuando no hay var iables básicas candidatas a sal ir en la 
base? O , en o t r a s palabras, ¿qué hacemos cuando t o d o s los c o c i e n 
tes calculados para se lecc ionar la base son de ta l mane ra que n o 
hay n inguno en pos i t ivo? R e c o r d e m o s que , a med ida que aumen tá 
bamos el v a l o r de la var iab le no-básica e n t r a n t e , había c o m o mín i 
m o var iab le básica que iba d i s m i n u y e n d o hasta l legar a t e n e r un va
l o r 0, que d e t e r m i n a b a a u t o m á t i c a m e n t e el nuevo v a l o r de la var ia 
ble e n t r a n t e . Pues b ien , puede haber s i tuac iones en d o n d e a 
med ida que a u m e n t a el va lo r de la var iab le e n t r a n t e t odas las var ia 
bles básicas también aumentan de valor (o no cambian) . S i m p l e m e n 
t e , el p r o b l e m a t i e n e una so luc ión infinita, ya que n o hay n inguna 
r e s t r i c c i ó n que a c o t e el o b j e t i v o . 

Soluciones ópt imas múlt iples 
C o m o h e m o s v i s to , el m é t o d o S imp lex se para c u a n d o e n c u e n t r a 
una so luc ión ó p t i m a . Pe ro , c o m o h e m o s v i s to en el m é t o d o grá f i 
co , puede haber s i tuac iones en las que hay so luc iones ó p t i m a s m ú l 
t ip les.. . S iempre que el p r o b l e m a t i ene más de una so luc ión ó p t i m a 
fact ib le , c o m o m í n i m o una var iab le no-básica t i e n e el coe f i c ien te 
igual a 0 en la ecuac ión (0) f inal , de mane ra que si su v a l o r aumen ta , 
Z n o cambia . Si esta s i tuac ión aparece, p o d e m o s e n c o n t r a r o t r a 
so luc ión ó p t i m a i n t r o d u c i e n d o esta var iab le no-básica en la base. 
As í p o d e m o s e n c o n t r a r o t r a s so luc iones que , sin camb ia r el va lo r 
del o b j e t i v o , nos ayuden a t o m a r una dec is ión en f u n c i ó n del va lo r 
de las var iab les en el ó p t i m o . 

3.5. Soluciones con ordenador 

Por a h o r a h e m o s v i s to t r e s m é t o d o s para e n c o n t r a r so luc iones de 
p rog ramas l ineales. Pe ro t o d o s el los son m u y inef ic ientes si se t i e -
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ne que hacer los cálculos c o n lápiz y papel inc luso para p r o b l e m a s 
pequeños . A c t u a l m e n t e , ex is ten un sinfín de p rog ramas de o r d e n a 
d o r que resue lven p r o b l e m a s l ineales m u y e f i c i en temen te , inc luso 
p rog ramas c o n mi les de var iables y res t r i cc iones . Los p r o g r a m a s 
de ho ja de cá lcu lo t a m b i é n están i n c o r p o r a n d o m é t o d o s para o b 
t e n e r so luc iones de p r o g r a m a s l ineales. En esta secc ión desc r i b i r e 
m o s c ó m o p r o g r a m a r y so luc i ona r un m o d e l o de p r o g r a m a c i ó n l i 
neal en la ho ja de cá lcu lo Excel 97® de M i c r o s o f t 1 5 . U t i l i z a r e m o s 
m i s m o e j e m p l o de las secc iones a n t e r i o r e s . T a m b i é n s u p o n d r e 
m o s que se t i e n e n c o n o c i m i e n t o s básicos de f u n c i o n a m i e n t o de 
este p r o g r a m a . 

La f o r m u l a c i ó n es: 

M a x Z = 

s. a. 

X , + I , 4 X 2 

X , + 0 , 5 X 2 < 6 

C S X , + X 2 < 6 

X , + X 2 < 7 

M X , + X 2 < 9 

X , ^ , > 0 

O b s é r v e s e que el c o n j u n t o de res t r i cc iones puede rep resen ta rse 
de f o r m a l ma t r i c ia l só lo c o n los coef ic ien tes de las var iables: 

0,5 

I 

i,4 

0,5 

I 

I 

I 

La p r i m e r a c o l u m n a c o r r e s p o n d e a los coef ic ien tes de X | y la se
gunda a los coe f i c ien tes de X2 . Prec isamente vamos a esc r i b i r esta 
m a t r i z en las celdas de la ho ja de cá lcu lo . En la Figura 3.5 h e m o s es
c r i t o el p l a n t e a m i e n t o del p r o b l e m a . 

En los rangos B l I - B I 4 y C I I - C I 4 h e m o s esc r i t o los coef ic ien tes 
de X | y X 2 en las res t r i cc iones . En el rango E l I - E l 4 f iguran los va
lo res de los recu rsos ( lado d e r e c h o de las res t r i cc iones y en las 

15 La vers ión que se util iza en este apartado cor responde a Off ice 97, aunque en 
versiones anter iores también existe el módu lo de programación lineal. 
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F I G U R A 3.5 
E j e m p l o e n E x c e l 

"N Miciosotl Excel ejemplo xls 

^ Archivo EdiDÓn Ver Insertar Formato Herramientas Datos Verttana ? 

• ^ y a a y * m> ^ ^ • • * ^ ^ / . n u 
Anal . 10 • H S m M M M W % • *ot 

>: ® 
. A . 

3 
4 

| | | |Va lor Variables 
6 
7 
3 Coeficientes Objetivo 
9 

Ji^ 
11 
12 
13 
14 _ 
15 
16 
17 
18 

!<("< : • W \ l lo |< i l . . ; Hi 

Restricción 1 
Restricción 2 
Restricción 3 
Restricción 4 

1.0 
0.5 
1.0 
1,4 

celdas B8 y C 8 los coef ic ien tes de las var iables en el o b j e t i v o . A h o 
ra t e n e m o s que esc r ib i r las f ó r m u l a s c o r r e s p o n d i e n t e s a las res
t r i c c i ones y a la f u n c i ó n o b j e t i v o . 

Las celdas B5 y C 5 r e p r e s e n t a r á n los va lo res de las var iables de de 
c is ión X | y X2 . La f ó r m u l a de la f u n c i ó n o b j e t i v o está escr i ta en la 
ce lda B2. La f ó r m u l a es la s igu iente: = B 8 * $ B $ 5 + C 8 * $ C $ 5 . Las 
fó rmu las del lado i z q u i e r d o de las res t r i cc iones están escr i tas en el 
rango D I I - D I 4 . Estas s o n : 

= B I l * $ B $ 5 + C I l * $ C $ 5 
= B I 2 * $ B $ 5 + C I 2 * $ C $ 5 
= B I 3 * $ B $ 5 + C I 3 * $ C $ 5 
= B I 4 * $ B $ 5 + C I 4 * $ C $ 5 

A h o r a ya tenemos p reparado el mode lo . Obsérvese que p o r el m o 
m e n t o las celdas con fórmulas t ienen el va lor 0. Esto es deb ido a que 
p o r ahora las celdas asociadas a las variables de decisión están vacías. 

El s igu iente paso es ind icar a la ho ja de cá lcu lo d ó n d e está el p r o 
b lema. En t ramos en la o p c i ó n H e r r a m i e n t a s y escogemos en el 
m e n ú el S o l v e r . En tonces aparecerá un r e c u a d r o c o m o el de la Fi
gura 3.6. 
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F I G U R A 3.6 
C u a d r o d e l a o p c i ó n S o l v e r 

^2 Archivo Edición Ver Insertar Formato Herramientas Datos Ventana 

f (Ja. m> 

- | g | I 

A 

Parámetros de Solver 

Valor de laícelda objetivo; 

1 : 

2 [Valor Objetivo 

3 

4 

5 Va lo r Va r i a Celda objetivo; | 1 l 3 H f 5 j 

6 

• 7 " 
El Coeficiente f* Máximo r Mirtmo T v 
g Cambiando las celdas 

10 :| 
11 Restnccior 
12 Pestticciór Sujetas a las siguientes restricciones 

13 Restticciór 

14 Restnrt ¡or 

15 

3 
Cambiar, 

j Eliminar 

|M < • N \ H o j a l ,,{ HoiaZ X HoiaS 

S e ñ a l a r 

i r 

A h o r a t e n e m o s que ind icar las celdas en d o n d e están las f ó rmu las . 
En la casilla «Ce lda o b j e t i v o » p o n e m o s la re fe renc ia de la celda en 
d o n d e está la f unc ión o b j e t i v o ( $ B $ 2 ) . Luego ind icamos que es un 
p r o b l e m a de max im izac ión . Las re ferenc ias de las var iables se ind i 
can en el r e c u a d r o « C a m b i a n d o las celdas» (B5 ;C5) . F ina lmente t e 
n e m o s que i n t r o d u c i r las res t r i cc iones . Para e l lo e n t r a m o s en la 
o p c i ó n A g r e g a r y saldrá el r e c u a d r o de la Figura 3.7. En él t e n e m o s 
que ind icar d ó n d e está el lado i zqu ie rdo (la f ó r m u l a ) de cada res
t r i c c i ó n , el s igno de la desigualdad y el lado d e r e c h o de cada res
t r i c c i ó n . Cada vez que e n t r a m o s una res t r i c c i ón adic ional escoge
mos la o p c i ó n agregar. Después de haber e n t r a d o las res t r i cc iones 
c o r r e s p o n d i e n t e s , Excel t a m b i é n exige p o n e r las res t r i cc iones de 
no-negat iv idad. Para e l lo seguimos agregando dos res t r i cc iones , 
una para cada var iab le . Para e l lo t e n e m o s que ind icar en el lado iz
q u i e r d o la re fe renc ia de la celda c o r r e s p o n d i e n t e a la var iable de 
dec is ión , y en el lado d e r e c h o p o n d r e m o s el va lo r 0, hab iendo es
cog ido p rev i amen te el sen t i do de la desigualdad (>) . La Figura 3.8 
m u e s t r a el resu l tado f inal de i n t r o d u c i r el p r o b l e m a . 

A h o r a ya p o d e m o s reso l ve r el p r o b l e m a . Escogemos la o p c i ó n R e 
s o l v e r y al cabo de unos breves m o m e n t o s saldrá una pantal la i n 
d icando que la so luc ión ha s ido encon t rada . La so luc ión ó p t i m a de 
las var iables de dec is ión y el v a l o r del o b j e t i v o aho ra aparecen en 
las celdas (ver Figura 3.9). La o p c i ó n So lver t a m b i é n p e r m i t e o b t e 
ne r a u t o m á t i c a m e n t e i n f o r m e s s o b r e la so luc ión f inal . 

file:///Hojal
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F I G U R A 3 .7 
I n t r o d u c c i ó n d e l as r e s t r i c c i o n e s 

|Í|Valnr ÓbietK 
:3 : 

E Í i ' '^ ^ z l . =BrB5H 

• • d> • A • 

¡Valor Variables 

i Coeficientes Objetivo 
Agiegai leslncción 

11 iRestticción 1 
Resti : : " • : 

i 'i P- triecion 3 
14 Restricción 4 i Agregar 
15 
16 
17 • 

\A'Í ; ll jal,Ó .ja Hb ' 
alar 

F I G U R A 3.8 
R e s u l t a d o f ina l d e l a p r o g r a m a c i ó n 

Patámetios de Solver • : 
k IValor C • . 

•4 ; '#ÍOi 

5 Valen Van ' í? MáMnio ' r Mintaio ^ V a l o r e - - [ c T 

8 Coeticent ^ ^ 
Hcî  a tas siguientes rescnrcione';: 

11 Restncció 
12_Restricció 
13 Restncció 
14 Restncció 

! 
16 : : - — 
• : 
18 

Hoial/Hoja2 'HWd.. 

$Bt5 >= 0 
$C$5 >= 0 
$•$11 <=$£$!! 
ÍD$12 <= $£$12 
$D$13 <= $E$13 
$D$14 <= $E$14 
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F I G U R A 3.9 
S o l u c i ó n ó p t i m a d e l e j e m p l o 

m % • -

1 
2 Valor Objetivo 
3 
4 
5 Valor Variables 
6 
7 
8 Coeficientes Objetivo 
9 
101 

Mj 

Resu l tados de Solver 
11 Restricción 1 
12 Restricción 2 Solver ha hálado una «olución. Se han satisfecho todas las restricciones y 
V i ' i n . • - o condiciones. 
13 Reslnccion 3 
14 Restricción 4 
15 
16 
17 
13 

Informes 
Respuestas 
Sensibilidad 
Límites 

^] Cancelar [ Guardar escenario. 

i r 

3.6. E j e r c i c i o s 

Cierto/falso 

1. En un p r o g r a m a l ineal, t odas las func iones que f o r m a n el c o n 
j u n t o de res t r i cc iones y el o b j e t i v o son l ineales. 

2. El m é t o d o grá f i co es m u y út i l p o r q u e p e r m i t e e n c o n t r a r so 
luc iones de cua lqu ie r p r o g r a m a l ineal. 

3. C u a l q u i e r so luc ión que c u m p l e , c o m o m í n i m o , una res t r i c 
c ión de un p r o g r a m a l ineal pe r t enece a la reg ión fact ib le . 

4 . U n a so luc ión ó p t i m a no ut i l iza necesar iamente t o d o s los r e 
cu rsos d ispon ib les en el p r o b l e m a . 

5. La i n t e r secc ión de dos res t r i cc iones cua lqu iera es un p u n t o 
e x t r e m o de la reg ión fac t ib le . 

6. Una r e s t r i c c i ó n c o n igualdad en genera l aco ta más la reg ión 
fac t ib le que una c o n desigualdad. 
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7. U n a so luc ión de un p r o g r a m a lineal s i empre se e n c u e n t r a en 
un p u n t o e x t r e m o . 

8. Si hay más de una so luc ión de un p r o g r a m a l ineal, en tonces 
hay inf ini tas so luc iones . 

9. C u a l q u i e r r e s t r i c c i ó n c o n desigualdad en un p r o g r a m a l ineal 
añade e x a c t a m e n t e una var iable al m é t o d o S implex . 

10. Cada so luc ión fact ib le e n c o n t r a d a p o r el a l g o r i t m o S imp lex 
c o r r e s p o n d e a un p u n t o e x t r e m o . 

I I . Las var iables art i f ic ia les se añaden al m o d e l o para e n c o n t r a r 
una so luc ión inicial . 

12. En un p r o g r a m a lineal de max im izac ión sin res t r i cc iones , la 
so luc ión es inf in i ta. 

13. La f o r m a gausiana de un p r o g r a m a lineal es út i l para e n c o n 
t r a r so luc iones en p u n t o s e x t r e m o s . 

14. Si hay un e m p a t e en el c r i t e r i o de escoger la var iab le básica 
sal iente, la so luc ión es inf in i ta. 

15. Si n o t e n e m o s n inguna var iable candidata a sal ir de la base, la 
so luc ión es n o acotada. 

16. Si una var iab le básica t i ene el coe f i c ien te del o b j e t i v o igual a 0 
en una i t e rac ión del m é t o d o S imp lex antes de l legar al ó p t i 
m o , e n t o n c e s hay inf ini tas so luc iones óp t imas . 

17. En una r e s t r i c c i ó n c o n igualdad añad imos una var iab le de 
ho lgu ra . 

18. Para ident i f i car una var iab le básica sal iente, hay que saber an 
tes qué var iab le no-básica va a e n t r a r en la base. 

19. U n a var iab le no-básica es s i empre igual a 0 en cua lqu ie r 
so l uc i ón . 

20 . En la so luc ión f inal de un p r o g r a m a lineal t odas la var iables 
básicas s i empre t i enen va lo res no-negat ivos . 
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Elección múlt ip le 

1. ¿Qué n o es esencial en un p r o g r a m a lineal? 
a) T e n e m o s que t e n e r un o b j e t i v o b ien de f in ido . 
b) Los p r o b l e m a s t i enen que ser de m a x i m i z a c i ó n . 
c) Los recu rsos t i enen que ser l im i tados . 
d) Las var iables son con t inuas . 

2. En la p r o g r a m a c i ó n l ineal, no-negat iv idad Impl ica que una va
r iab le n o puede t e n e r : 
a) U n coe f i c ien te negat ivo en la f unc ión o b j e t i v o . 
b) U n coe f i c ien te negat ivo en las res t r i cc iones . 
c) U n v a l o r f racc iona! . 
d) N i n g u n a de las a n t e r i o r e s . 

3. Si t e n e m o s un p r o g r a m a l ineal de max im i zac ión c o n t odas las 
res t r i cc iones c o n d i r e c c i ó n >: 
a) El p r o b l e m a n o es fac t ib le . 
b) La so luc ión es inf in i ta. 
c) El a l g o r i t m o S imp lex hace tantas i te rac iones c o m o var iables 

en el p r o b l e m a . 
d) N i n g u n a de las a n t e r i o r e s . 

4 . La i n t e r secc ión de las res t r i cc iones de un p r o g r a m a l ineal 
f o r m a : 
a) U n c o n j u n t o c o n v e x o . 
b) El espac io fact ib le de so luc iones . 
c) Los p u n t o s e x t r e m o s . 
d) T o d a s las a n t e r i o r e s . 

5. Para p o d e r e n c o n t r a r una so luc ión inicial de un p r o g r a m a l i 
neal , las res t r i cc iones c o n d i r ecc i ón > se han de t r a n s f o r m a r 
en igualdad añad iendo : 
a) U n a var iab le de exceso . 
b) U n a var iab le ar t i f ic ia l . 
c) U n a var iab le de ho lgu ra y una ar t i f ic ia l . 
d) N inguna de las a n t e r i o r e s . 

6. Supongamos un p r o g r a m a l ineal c o n dos var iables y una única 
r e s t r i c c i ó n . Si es tamos m a x i m i z a n d o y la r e s t r i c c i ó n es <: 
a) Las dos var iables t e n d r á n va lo res pos i t i vos . 
b) En genera l , una var iab le será pos i t iva y la o t r a c e r o . 
c) El p r o b l e m a n o t i ene so luc ión . 
d) N inguna de las a n t e r i o r e s . 
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7. Supongamos un p r o g r a m a lineal con dos res t r i cc iones < , una 
r e s t r i c c i ó n c o n = y t r e s var iables. C u a n d o c o n s t r u i m o s la 
f o r m a canón ica para e n c o n t r a r una so luc ión inic ial , t e n d r e 
m o s un t o t a l de: 
a) 3 var iables es t ruc tu ra les , 2 de ho lgu ra y I de exceso . 
b) 3 var iab les es t ruc tu ra les , 2 de exceso y I ar t i f ic ia l . 
c) 3 var iab les es t ruc tu ra les , 2 de ho lgu ra y I ar t i f ic ia l . 
d) N inguna de las a n t e r i o r e s . 

8. Si t e n e m o s la so luc ión ó p t i m a de un p r o g r a m a l ineal c o n dos 
var iables de dec is ión , ¿cuál de las opc iones es la co r rec ta? 
a) El p r o b l e m a t i ene una única so luc ión . 
b) La so luc ión ó p t i m a se encuen t ra en un p u n t o e x t r e m o o a 

lo largo de una rec ta que conec ta dos p u n t o s e x t r e m o s . 
c) T o d o s los recu rsos se han c o n s u m i d o en la so luc ión 

ó p t i m a . 
d) T o d a s las a n t e r i o r e s . 

9. En una so luc ión básica fact ib le : 
a) T o d a s las var iables son posi t ivas. 
b) Estamos en el ó p t i m o . 
c) Las var iables no-básicas son 0. 
d) N inguna de las an te r i o res . 

10. En un p u n t o e x t r e m o de la reg ión fact ib le : 
a) Hay una so luc ión básica fact ib le . 
b) C o i n c i d e n dos o más res t r i cc iones . 
c) P o d e m o s e n c o n t r a r el ó p t i m o . 
d) T o d a s las a n t e r i o r e s . 

11. En cada i t e rac ión del a l g o r i t m o Simplex, t e n e m o s que: 
a) C o m o m í n i m o , una de las var iables que t i enen un va lo r p o 

s i t i vo en la so luc ión a n t e r i o r coge el va lo r 0. 
b) U n a var iab le no-básica se t r a n s f o r m a en básica. 
c) El v a l o r de l o b j e t i v o m e j o r a . 
d) T o d a s las a n t e r i o r e s . 

12. Si en la so luc ión ó p t i m a la var iable de ho lgura X , c o r r e s p o n 
d ien te a una r e s t r i c c i ó n c o n d i r ecc i ón < y lado d e r e c h o ( r e 
c u r s o ) R, está en la base, en tonces : 
a) El p r o b l e m a n o es fact ib le . 
b) N o se ha c o n s u m i d o t o d o el r e c u r s o R. 
c) Se ha c o n s u m i d o t o d o el r e c u r s o R. 
d) Se puede ob tener un solución me jo r si el valor de R aumenta. 

13. Si t e n e m o s una so luc ión ó p t i m a degenerada: 
a) Hay so luc iones a l ternat ivas óp t imas . 
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b) La so luc ión n o s i rve de nada. 
c) La so luc ión n o es fac t ib le . 
d) N inguna de las a n t e r i o r e s . 

14. Si t e n e m o s que en la ecuac ión (0) de la so luc ión f inal del m é 
t o d o S imp lex hay el coe f i c ien te - M asoc iado a una var iab le 
ar t i f i c ia l , sabemos que el p r o b l e m a es: 
a) U n p r o b l e m a de max im izac ión . 
b) U n p r o b l e m a de m in im izac ión . 
c) N o es fac t ib le . 
d) N i n g u n a de las a n t e r i o r e s . 

15. Si hay un v a l o r negat ivo en los coef ic ien tes de la ecuac ión (0) 
del m é t o d o S implex , sabemos que: 
a) La so luc ión es ó p t i m a . 
b) H e m o s c o m e t i d o un e r r o r . 
c) El p r o b l e m a n o t i ene l ími tes. 
d) N i n g u n a de las a n t e r i o r e s . 

Problemas 

3 . 1 . C o n s i d e r a r el p r o g r a m a l ineal s igu iente: 

M a x Z = X , + 2 X 2 

s.a. 

2 X , + 8 X 2 < I 6 

X , + X 2 < 5 

X ^ X , > 0 

a) U t i l i za r un m é t o d o g rá f i co para e n c o n t r a r una so luc ión 
b) C a m b i a r la f u n c i ó n o b j e t i v o p o r Z = X , + 6X2 y v o l v e r a so 

l uc iona r el p r o b l e m a . 
c) ¿Cuántos p u n t o s e x t r e m o s t i ene la so luc ión factible? 

E n c o n t r a r los va lo res de X , y X2 en cada p u n t o e x t r e m o . 

3.2. Supongamos el p r o g r a m a l ineal s iguiente: 

M a x Z = 4 X , + X 2 +X3 

s.a. 

X , + 4 X 2 +X3 < I 2 

5 X , - 2 X 2 - f 4X3 < l l 

2 X , + 3 X 2 +3X3 < 2 0 

X 1 , X 2 , X 3 > 0 

E n c o n t r a r dos p u n t o s e x t r e m o s fact ib les. 
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3.3. U t i l i za r el m é t o d o S imp lex a lgebra ico para so luc iona r el p r o 
b lema s iguiente: 

M a x Z = - X , + X 2 +2X3 

s. a. 

2 X , + 8 X 2 - X 3 < 2 0 

- 2 X , + 4 X 2 +2X3 < 6 0 

2X, + 3 X 2 +X3 < 5 0 

X | ) X 2 ) X 3 > 0 

3.4. C o n s i d e r a r el p r o b l e m a s igu iente: 

M a x Z = 2 X , + 4 X . + 3 X 

s. a. 

X , +3X2 +2X3 < 3 0 

X , - X 2 + X 3 < 2 4 

3X, +5X2 +3X3 < 6 0 

X . ^ ^ X , > 0 

Sabemos que, en la so luc ión ó p t i m a , X , , X2, X3 > 0. 

a) D e s c r i b i r c ó m o se puede ut i l i zar esta i n f o r m a c i ó n para 
adaptar el m é t o d o S imp lex de mane ra que el n ú m e r o de i te 
rac iones sea m í n i m o ( c o m e n z a n d o en la so luc ión básica fac
t i b le inicial n o r m a l ) . N o vale hacer n inguna i t e rac ión . 

b) U t i l i za r el p r o c e d i m i e n t o desa r ro l l ado para so luc iona r el 
p r o b l e m a . 

3.5. C o n s i d e r a r el p r o b l e m a s igu iente: 

M a x Z = X , + X 2 +X3 + X 4 

s. a. 

X , + X 2 < 3 

X3 + X 4 < 2 

X | ) X 2 , X 3 > 0 

Ut i l i za r el m é t o d o S imp lex para e n c o n t r a r t odas las so luc iones fac
t ib les óp t imas . 
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3.6. C o n s i d e r a r el p r o g r a m a s iguiente: 

M a x Z = 2X, - A X 2 +SX2 -6X4 

s. a. 

X , +4X2 -2X3 +8X4 < 3 

- X , +2X2 +3X3 +4X4 < 2 

X | ) X 2 , X 3 , X 4 > 0 

D e t e r m i n a r el n ú m e r o m á x i m o de so luc iones básicas pos i 
bles y la so luc ión básica fact ib le ó p t i m a . 

3.7. F o r m u l a r y e n c o n t r a r la so luc ión ó p t i m a del p r o b l e m a 2.1. 

3.8. F o r m u l a r y e n c o n t r a r la so luc ión ó p t i m a del p r o b l e m a 2.2. 

3.9. F o r m u l a r y e n c o n t r a r la so luc ión ó p t i m a del p r o b l e m a 2.3. 

3.10. F o r m u l a r y e n c o n t r a r la so luc ión ó p t i m a del p r o b l e m a 2.4. 

3. I I . F o r m u l a r y e n c o n t r a r la so luc ión ó p t i m a del p r o b l e m a 2.5. 





4. PROGRAMACION LINEAL ENTERA 

4.1. Introducción 

Los m o d e l o s de p r o g r a m a c i ó n l ineal cons ide ran que las var iables 
de dec is ión son con t inuas , es dec i r , que pueden t o m a r en la so l u 
c ión f inal va lo res f racc ionados . Pe ro , en m u c h o s casos, una so l u 
c ión ó p t i m a de un p r o g r a m a l ineal puede ser inserv ib le si p resen ta 
f racc iones . Supongamos , p o r e j e m p l o , que h e m o s c o n s t r u i d o un 
m o d e l o para asignar persona l m é d i c o a d e p a r t a m e n t o s d e n t r o de 
un hosp i ta l . En este caso, las var iables de dec is ión (asignar p e r s o 
nas a d e p a r t a m e n t o s ) t i enen que ser en teras en la so luc ión f inal . 
¡ N o t e n d r í a sen t i do una so luc ión en la cual 2,3 méd i cos fuesen 
asignados a la secc ión de de rma to l og ía ! 

Para p o d e r e n c o n t r a r so luc iones de p rob lemas en los cuales a lgu
nas o t o d a s las var iables t i enen que ser en te ras , se ut i l iza la progra
mación entera, que n o es más que una e x t e n s i ó n de la p r o g r a m a 
c ión l ineal. 

O t r o t i p o de m o d e l o s en t ran d e n t r o de la p r o g r a m a c i ó n en te ra b i 
nar ia, q u e es un caso especial en d o n d e todas o algunas de las va
r iables r e p r e s e n t a n acc iones binar ias, es dec i r , «hacer o no hacer» . 
En este caso, las var iables ún i camen te pueden a d o p t a r los va lo res 0 
ó I . Este t i p o de p r o b l e m a s es m u y c o m ú n en la t o m a de dec is io 
nes, en d o n d e muchas veces t e n e m o s que dec id i r si , p o r e j e m p l o , 
t e n e m o s que c o n s t r u i r un n u e v o c e n t r o , si t e n e m o s que i n v e r t i r 
en un n u e v o d e p a r t a m e n t o , o si t e n e m o s que mod i f i ca r una es t ra 
tegia de p lani f icac ión de un serv ic io . 

C u a n d o nos e n c o n t r a m o s c o n este t i p o de p r o b l e m a s , la f o r m u l a 
c ión m a t e m á t i c a n o se ve a l te rada; ún i camen te en las res t r i cc iones 
de no-nega t i v idad hay que ind icar qué var iables t i e n e n que t o m a r 
va lo res e n t e r o s . El p r o b l e m a res ide en e n c o n t r a r so luc iones que 
sean fact ib les, ya que el a l g o r i t m o S imp lex n o garant iza una so l u -
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c ión adecuada al p r o b l e m a . En este capí tu lo e x a m i n a r e m o s en p r i 
m e r lugar c ó m o p o d e m o s mod i f i ca r el a l g o r i t m o S imp lex para p o 
d e r o b t e n e r so luc iones óp t imas . A c o n t i n u a c i ó n e x a m i n a r e m o s a l 
gunos p rob lemas de p r o g r a m a c i ó n e n t e r a cuyas var iables de 
dec is ión son binarias (dec is iones «hacer o n o hacer») . 

4.2. El algoritmo de bifurcación y acotamiento 

El A l g o r i t m o de B i fu rcac ión y A c o t a m i e n t o 16 ( A B A ) se basa en el 
a l g o r i t m o S implex para p o d e r o b t e n e r so luc iones en te ras . En p r i 
m e r lugar, se apl ica el a l g o r i t m o S imp lex para o b t e n e r una so luc ión 
inicial . Si en la so luc ión o b t e n i d a al f inal del a l g o r i t m o S imp lex t o 
das las var iables especif icadas c o m o enteras t i enen va lo res e n t e 
ros , no hace falta seguir , ya que se ha o b t e n i d o el ó p t i m o ; en caso 
c o n t r a r i o , es necesar io ap l icar el A B A . Bás icamente, en cada i t e ra 
c ión del A B A se escoge una var iab le que p resen ta una so luc ión 
n o - e n t e r a y se d iv ide el p r o b l e m a en dos sub -p rob lemas , añad ien
d o en cada u n o de el los una nueva res t r i c c i ón que aco ta esta var ia 
ble p o r su va lo r e n t e r o s u p e r i o r en un caso, y p o r el v a l o r su v a l o r 
i n f e r i o r e n t e r o p o r el o t r o . Cada s u b - p r o b l e m a se resue lve c o n el 
m é t o d o S imp lex y se ver i f i ca si la so luc ión es en te ra . En caso c o n 
t r a r i o , se vue lve a b i f u rca r el s u b - p r o b l e m a en o t r o s dos y se sigue 
p r o c e d i e n d o hasta que se e n c u e n t r a una so luc ión en te ra . El p r o c e 
so se real iza en t o d a s las rami f icac iones del á r b o l . A u n q u e este a l 
g o r i t m o pueda pa rece r c o m p l e j o , el p r o c e s o es bastante senci l lo . 
A c o n t i n u a c i ó n e x a m i n a r e m o s c o n un e j e m p l o el A B A . 

Supongamos que t e n e m o s que e n c o n t r a r la so luc ión al p r o b l e m a 
l ineal s igu iente: 

M a x Z = X ^ I ^ X , 

s.a. 

X , + 0 , 5 X 2 < 6 

O ^ + X , < 5 , 5 

X l + X 2 < 6 , 8 

l ^ + X , < 9 

X , , X 2 en teras 

En p r i m e r lugar u t i l i zamos el m é t o d o S implex para o b t e n e r una so 
luc ión del p r o g r a m a l ineal re la jado (sin cons ide ra r las res t r i cc iones 

16 En inglés, «branch and bound a lgor i thm». 
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que fi jan las var iables c o m o en te ras) . La so luc ión ob ten ida es 
Z = 8,5; X | = 2,6 y X 2 = 4,2. T e n e m o s que las dos var iables o f r ec en 
so luc iones f racc ionadas. Hay que apl icar el A B A . 

De f i namos el p r o b l e m a or ig ina l c o m o PO. Escogemos X | y c rea 
m o s dos sub -p rob lemas Pl y P2 a p a r t i r del p r o g r a m a or ig ina l . El 
p r i m e r s u b - p r o b l e m a , P l , cons is t i rá en el p r o g r a m a or ig ina l PO más 
la res t r i c c i ón X | < 2. El segundo sub -p rob lema , P2, cons is t i rá en el 
p r o g r a m a or ig ina l más la r e s t r i c c i ó n X | > 3. Es dec i r , es tamos d i 
c i endo que X | n o puede coge r va lo res e n t r e dos y t r e s . So luc iona
m o s P l y P2. 

P l = PO + X i < 2. So luc ión : Z l = 8,3; X | = 2 y X2 = 4,5 
P2 = PO + X | > 3. So luc ión : Z 2 = 8,3; X | = 3 y X2 = 3,8 

Los dos sub -p rob lemas o b t i e n e n el m i s m o va lo r del o b j e t i v o que, 
c o m o era de esperar , es i n f e r i o r al o b j e t i v o inicial Z . Sin e m b a r g o , 
ambos p rob lemas siguen i n c u m p l i e n d o las c o n d i c i ó n de so luc iones 
enteras . T e n e m o s que seguir rami f i cando . C o g e m o s el p r o b l e m a 
Pl y lo subd iv id imos en dos nuevos sub -p rob lemas P I I y P I 2 , aña
d i e n d o las r e s t r i c c i ó n X 2 < 4 en u n o y X 2 > 5 (man ten iendo todas 
las res t r i cc iones a n t e r i o r e s , inc lu ida X | < 2 ) . Los resu l tados son los 
s iguientes: 

P l I = P l + X2 < 4 . So luc ión : Z l I = 7,6; X | = 2 y X2 = 4 

P I 2 = P l + X2 > 5. So luc ión : Z I 2 = 8,0; X | = I y X2 = 5 

En estos dos sub-prob lemas hemos e n c o n t r a d o soluciones enteras. 
C o m o Z I I es i n fe r i o r a Z 1 2 p o d e m o s descar tar PI I c o m o so luc ión 
válida. Por ahora ya hemos e n c o n t r a d o una so luc ión que t iene va lo
res en te ros con el p r o b l e m a P I 2 , cuyo ob je t i vo es igual a 8,0. Sin 
embargo , aún no hemos acabado el a lgo r i tmo . Reco rdemos que ha
bíamos subdiv id ido el p r o b l e m a or iginal en dos sub-prob lemas. A ú n 
no hemos e x p l o r a d o el segundo sub -p rob lema P2. El va lo r del ob je 
t i v o al so luc ionar P2 era 8,3, aunque la var iable X2 seguía sin o f r ece r 
un va lo r e n t e r o . C o m o estamos max im izando , podr ía ser que ram i 
f icando P2 en dos sub-prob lemas se encon t ra ra una so luc ión en te ra 
supe r io r a la que hemos e n c o n t r a d o con el sub -p rob lema PI 2. La 
ramif icación es la siguiente: 

P2I = P2 + X 2 < 3. So luc ión : Z 2 I = 8,0; X | = 3,8 y X2 = 3 

P22 = P2 + X 2 > 4 . Sin so luc ión . 

El p r o b l e m a P22 queda desca r tado p o r n o t e n e r una so luc ión fac t i 
b le. Los p r o b l e m a s que aún están act ivos son P I 2 y P2I y ambos 
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t i enen el m i s m o va lo r del o b j e t i v o . Pero m ien t ras que P I 2 t i ene 
so luc iones en te ras , P2 I sigue c o n so luc iones f racc ionadas. Po r lo 
t a n t o , p o d e m o s desca r ta r P 2 1 , ya que, si rami f i cá ramos este p r o 
b lema, al añad i r una nueva res t r i c c i ón el va lo r del o b j e t i v o sería i n 
f e r i o r (o igual), p e r o nunca supe r i o r . En o t ras palabras, nunca p o 
d r íamos e n c o n t r a r una so luc ión m e j o r que la que t e n e m o s c o n 
P12. C o m o P12 es la única rama act iva, ya t e n e m o s la so luc ión ó p 
t i m a de n u e s t r o p r o b l e m a . Si P2 I hub ie ra dado un va lo r del o b j e t i 
v o s u p e r i o r a 8,0 c o n alguna so luc ión f racc ionada, t e n d r í a m o s que 
seguir b i f u r cando este s u b - p r o b l e m a . El f l u jo del a l g o r i t m o se 
m u e s t r a en la Figura 4 . 1 . 

F I G U R A 4.1 
Á r b o l d e l A B A a p l i c a d o a l e j e m p l o 

P l 
P0 + X , < 2 

Z , = 8,3 
X , = 2 X2 = 4,5 

PO 
Z = 8,5; 

X, = 2,6 X2 = 4.2 

P l I 
Pl + X 2 < 4 
Z l I = 7,6 

X , = 2 X2 = 4 
Descartado 
Z I 2 < Z I I 

P I 2 
Pl + X 2 < 5 
Z / 2 = 8,0 

X , = I X2 = 5 
Ó p t i m o 

P2 
PO + X , > 3 

Z2 = 8.3 
X , = 3 X 2 = 3,8 

P 2 I 
P2 + X2 < 3 
Z 2 / = 8 . 0 

X , = 3.8 X2 = 3 
Descartado 

sol. no entera 

P 2 2 
Pl + X , < 4 

Descartado 
sol. no factible 

En rea l idad, c o n este p r o c e s o lo que se está hac iendo es secc ionar 
en cada rami f i cac ión el espacio de so luc iones para e x p l o r a r si ex is 
t e una so luc ión en te ra . Este p r o c e s o puede ser o b s e r v a d o en la Fi
gura 4.2 , en d o n d e , para cada s u b - p r o b l e m a , se m u e s t r a el segmen
t o del espacio de so luc iones e x p l o r a d o . 

El a l g o r i t m o de b i fu rcac ión y a c o t a m i e n t o t a m b i é n se ut i l iza para 
reso l ve r los p r o b l e m a s de p r o g r a m a c i ó n en te ra b inar ia. La única 
d i fe renc ia es que las var iables están acotadas p o r 0 y I. Si en un 
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F I G U R A 4 . 2 
E s p a c i o d e s o l u c i o n e s d e l o s s u b - p r o b l e m a s 

N o factible 

3,8 X 

s u b - p r o b l e m a una var iab le t e ó r i c a m e n t e b inar ia X es igual a 0,6, 
éste se subd iv ide en dos p r o b l e m a s : el p r i m e r o añadi rá la res t r i c 
c ión X = 0 y el segundo la r e s t r i c c i ó n X = I . 

4.3. P r o g r a m a c i ó n e n t e r a b i n a r i a I: 
e l p r o b l e m a d e l a m o c h i l a 

El p r o b l e m a de la moch i la es un clásico de la invest igación opera t iva . 
En esencia, el p r o b l e m a consis te en l lenar una moch i la con ob je tos 
con pesos d i ferentes y con va lores t amb ién d i ferentes. El ob je t i vo es 
la max im izac ión del va lo r t o t a l de la moch i la con la res t r i cc ión de 
que el peso de ésta n o puede sobrepasar un l ími te p r e d e t e r m i n a d o . 
Este p r o b l e m a ha s ido ut i l izado en muchas apl icaciones d i ferentes. 
Una de ellas consiste en la asignación de pacientes a una unidad (un 
a m b u l a t o r i o , un qu i ró fano , etc.) que t iene una capacidad l ími te. 
Cada pac iente t iene asociado dos pa rámet ros : el p r i m e r o m ide la 
gravedad del paciente respec to a los o t r o s en t é r m i n o s re lat ivos, y 
el segundo m ide el t i e m p o de ut i l ización del serv ic io. El p r o b l e m a 
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consiste en e n c o n t r a r qué pacientes pod rán ser a tend idos y cuáles 
habrá que der ivar a o t r o c e n t r o . Es ev idente que en este p r o b l e m a 
el n ú m e r o de pacientes a ser a tend idos es más elevado que la capa
cidad del c e n t r o . En este t i p o de p rob lemas nos e n c o n t r a m o s con la 
disyunt iva de que t e n e m o s que, p o r un lado, dar p r io r idades para in 
t e n t a r a tender el m á x i m o de pacientes, y p o r el o t r o lado a tender a 
aquel los que presentan más gravedad. 

Formulación del prob lema 

Supongamos que t e n e m o s m pacientes a ser p r o g r a m a d o s en un 
c e n t r o . Los p a r á m e t r o s que t e n e m o s que c o n o c e r o prior/ son : 

• g¡ = v a l o r card inal de la g ravedad del pac ien te i. 
• t¡ = d u r a c i ó n en m i n u t o s de la i n t e r v e n c i ó n del pac ien te i. 

• T = t i e m p o t o t a l d i spon ib le en el c e n t r o . 

Y las var iables de dec is ión son : 

• X ¡ = I , si se a t iende al pac ien te i; 0, si n o se le a t iende. 

En este caso t odas la var iab les son binarias y t e n d r e m o s una para 
cada pac iente . 

U n a vez def in idos los p a r á m e t r o s y las var iab les, p o d e m o s cons 
t r u i r un m o d e l o . Este m o d e l o t i e n e una única r e s t r i c c i ó n que , bási
camen te , def ine que el t o t a l de m i n u t o s que los pacientes a tend i 
dos en el c e n t r o c o n s u m i r á n n o puede e x c e d e r el t i e m p o t o t a l d is
pon ib le T . C o m o X ¡ só lo puede ser igual a 0 ó I , el t i e m p o t o t a l 
c o n s u m i d o p o r el pac ien te i será igual a t ¡X¡. Si s u m a m o s t¡X¡ para 
t o d o s los pac ientes, t e n d r e m o s el t i e m p o t o t a l c o n s u m i d o p o r 
e l los, que n o puede ser s u p e r i o r a T . En t é r m i n o s ma temá t i cos : 

< T 

El o b j e t i v o cons is te en la max im izac ión de la «gravedad t o t a l » del 
s is tema. En o t r a s palabras, q u e r e m o s a t e n d e r a aquel los pacientes 
más neces i tados. T e n e m o s que o b s e r v a r que el p r o b l e m a n o es tan 
t r i v i a l , ya que n o vale o r d e n a r los pacientes en f unc ión de la g rave
dad e i r l lenando «la m o c h i l a » del c e n t r o hasta ago ta r la capacidad, 
p o r q u e un pac iente j que p resen ta un nivel de gravedad gj puede 
t e n e r asoc iado un t i e m p o de a tenc ión t j m u y s u p e r i o r al t i e m p o 
c o n j u n t o de dos pac ientes k y I (tj > tk + t i ) , que t i enen una m e n o r 
g ravedad , p e r o cuya g ravedad c o n j u n t a es s u p e r i o r a la del p r i m e r o 
(gj < gk + gi). En este caso, sería m e j o r inc lu i r a los dos pacientes k y 
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I y n o al pac iente j . El o b j e t i v o v e n d r á de f in ido p o r la f unc ión l ineal 
s iguiente: 

m 
M a x Z = £ g ¡ X ¡ 

¡=i 

En def in i t iva, la f o r m u l a c i ó n f inal del m o d e l o será: 

m 
M a x Z = £ g ¡ X ¡ 

¡=1 
s. a. 

¡=1 
X ^ Í O J ) i = l , . . . , m 

Este p r o b l e m a es fácil de reso l ve r u t i l i zando el a l g o r i t m o A B A , ya 
que ún i camen te t i e n e una r e s t r i c c i ó n . 

Supongamos ahora que algunos t r a tam ien tos son incompat ib les con 
o t r o s . Por e jemplo , si se t ra ta de un qu i ró fano , pod r íamos t e n e r que 
si o p e r a m o s al paciente i t amb ién p o d r e m o s o p e r a r al paciente j 
p o r q u e t e n d r e m o s recursos disponibles (qu i ró fano p reparado , per 
sonal adecuado) , p e r o si no se o p e r a a ningún paciente de t i p o i e n 
tonces no se p o d r á o p e r a r al paciente j . Para p o d e r i n t r o d u c i r esta 
cons iderac ión t end r íamos que añadir la siguiente res t r i cc ión : 

X i > X j 

Es dec i r , si o p e r a m o s al pac iente i, X i = I , lo que impl ica que X , 
quedará l ib re para coge r el v a l o r 0 ó I (será el m o d e l o qu ien lo d e 
c ida) . Po r o t r o lado, si X ¡ = 0, la var iab le X j será s i empre igual 0, y 
p o r lo t a n t o el pac iente j n o p o d r á ser o p e r a d o . 

Supongamos aho ra que el pac ien te j ún i camen te p o d r á ser o p e r a 
d o si t a n t o el pac iente i c o m o el k son o p e r a d o s . En cua lqu ie r o t r o 
caso el pac iente j n o p o d r á ser a tend ido . Para f o r m u l a r este t i p o de 
res t r i cc iones a veces es m u y út i l la u t i l i zac ión de la «tabla de la ve r 
dad». En esta tabla se i n t r o d u c e las comb inac iones de las X que 
son fact ib les. Esta tab la se rep resen ta en el C u a d r o 4 . 1 . 

La ecuación de esta res t r icc ión que tend rá que añadirse al m o d e l o es: 

X¡ + X k > 2 X ¡ 
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C U A D R O 4.1 
T a b l a d e l a v e r d a d 

Si X ¡ y X k son ambas iguales a I , X j p o d r á ser igual a 0 ó I . En cual 
qu ie r o t r o caso, X j s i empre será igual a 0. 

C o m o h e m o s v i s to en este e j emp lo , el uso de var iables binar ias 
puede ser m u y út i l para mode l i za r s i tuac iones en d o n d e la dec is ión 
es «hacer o n o hacer» . 

4.4. Programación entera binaria II: 
problemas de localización de servicios 

¿Cuántas ambulancias se necesi tan en un área geográf ica y d ó n d e 
deber ían ub icarse para asegurar un buen serv ic io a las l lamadas p o r 
urgencias? ¿En d ó n d e deber ían local izarse los C e n t r o s de a tenc ión 
Pr imar ia en una reg ión para m in im iza r el t i e m p o de desp lazamien
t o de los usuarios? ¿En d ó n d e t e n e m o s que local izar a lmacenes 
para o p t i m i z a r la d i s t r i buc i ón de p r o d u c t o s f a rmacéu t i cos en un 
país? Estas cues t iones , re lac ionadas con el d iseño y la o p e r a c i ó n de 
los serv ic ios de a tenc ión y de d i s t r i buc i ón , han s ido estudiadas d u 
ran te los ú l t imos ve in t i c i nco años p o r un gran n ú m e r o de invest i 
gadores . Los p lan i f icadores t i enen que r e s p o n d e r a p reguntas 
c o m o éstas cuando se en f ren tan al d iseño o a la recon f i gu rac ión de 
los serv ic ios de urgencias médicas, de a m b u l a t o r i o s , de o p e r a c i o 
nes de d i s t r i b u c i ó n o de redes hospi ta lar ias. 

Por e j e m p l o , la ve loc idad de reacc ión de un s is tema de emergenc ia 
a una l lamada es el c r i t e r i o pr inc ipa l para juzgar el d e s e m p e ñ o de 
los serv ic ios de emergenc ia . O t r a med ida es la habi l idad del p e r s o 
nal para l id iar e fec t i vamen te c o n la s i tuac ión una vez l legado a la es
cena. La loca l izac ión inicial de los se rv ido res (parques de b o m b e 
ros , garajes de ambulanc ias, e tc . ) inf luencia p o d e r o s a m e n t e la e f i 
c iencia de la respuesta . Esto se ref le ja en la gran can t idad de 
m o d e l o s desar ro l l ados para ayudar a los p lan i f icadores de serv ic ios 
de urgencias. 

El p r o b l e m a básico t r a t a de local izar serv ic ios que van a p e r m a n e 
ce r en su ub icac ión p o r un largo t i e m p o una vez dec id ida su loca l i -
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zac ión . En o t r a s palabras, su ub icac ión será, si no def in i t i va , cons 
t a n t e d u r a n t e un largo p e r í o d o de t i e m p o . La loca l izac ión de es tos 
serv ic ios puede ser d e t e r m i n a n t e en la evaluac ión de la ef ic iencia 
de su « d e s e m p e ñ o » en la o f e r t a del se rv ic io en cues t i ón . 

E fec t i vamente , el auge de la invest igac ión ope ra t i va en los años se
senta p r o v o c ó la apar i c ión de un c a m p o especí f ico ded i cado a la 
loca l izac ión de serv ic ios en reg iones y en zonas urbanas. En gene
ra l , es tos m o d e l o s o p t i m i z a n u n o o var ios ob je t i vos en f unc ión de 
unos r e c u r s o s l im i tados y /o c r i t e r i o s de c o b e r t u r a y de a tenc ión . 
Estos m o d e l o s se pueden agrupar en t r e s categorías en f unc ión del 
o b j e t i v o p r inc ipa l . La p r i m e r a ca tegor ía c o r r e s p o n d e a m o d e l o s 
cuyo o b j e t i v o pr inc ipa l es la max im izac ión de la c o b e r t u r a de la p o 
b lac ión s igu iendo un c r i t e r i o «es tándar» ( p o r e j e m p l o , m a x i m i z a r 
la pob lac ión cub ie r t a p o r el se rv i c io de ambulancias en un t i e m p o 
m á x i m o de 10 m i n u t o s ) . El segundo g r u p o c o r r e s p o n d e a m o d e l o s 
de loca l izac ión cuyo o b j e t i v o es la m in im izac ión de la d is tancia o 
t i e m p o m e d i o de acceso a la pob lac i ón . El t e r c e r o cons is te en la 
m in im izac ión de los cos tes de t r a n s p o r t e de mercancías o de pe r 
sonas y de loca l izac ión de c e n t r o s . 

En t re es tos m o d e l o s se han rea l izado diversas var iac iones para i n 
t e n t a r re f le ja r a lgunos aspectos específ icos del p r o b l e m a de loca l i 
zac ión . Po r e j e m p l o , hay m o d e l o s que n o tan só lo local izan a m b u 
lancias, s ino que t a m b i é n d e t e r m i n a n para cada es tac ión cuál es la 
c o m b i n a c i ó n ó p t i m a de vehícu los , mater ia les y r ecu rsos humanos . 
O t r o s m o d e l o s es tud ian el p r o b l e m a de la loca l izac ión t e n i e n d o en 
cuen ta el g r a d o de conges t i ón del serv ic io , i n t e n t a n d o o b t e n e r un 
c o n j u n t o de local izac iones que n o tan só lo o p t i m i c e la c o b e r t u r a , 
s ino que de alguna f o r m a c o n s i d e r e la s i tuac ión de que un serv ic io 
está o c u p a d o a t e n d i e n d o una l lamada y en su es tac ión se p r o d u z c a 
o t r a l lamada ( m o d e l o s de backup o serv ic ios aux i l ia res) . O t r a línea 
de t r a b a j o es tud ia la s i tuac ión en d o n d e la demanda de serv ic io t i e 
ne e l e m e n t o s p robab i l í s t i cos en func ión de la h o r a del día. 

En esta secc ión f o r m u l a r e m o s t r e s m o d e l o s básicos de loca l izac ión 
de serv ic ios . 

4 . 4 . 1 . M o d e l o s de c o b e r t u r a 

Los m o d e l o s de c o b e r t u r a suelen f i jar una distancia es tándar D e n 
t r e un se rv i c io y la pob lac ión usuar ia. Esta d is tancia (o t i e m p o de 
desp lazamien to ) se cons ide ra c o m o la d istancia m á x i m a e n t r e 
usuar io y serv ic io para o f r e c e r una a tenc ión c o r r e c t a . Esta d is tan
cia es tándar se ut i l iza c o m o c r i t e r i o básico para o b t e n e r la ub ica
c ión ó p t i m a de serv ic ios . 
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El Problema de localización de servicios con cobertura 17 
El P r o b l e m a de Loca l izac ión de Serv ic ios c o n C o b e r t u r a (PLSC), 
en palabras, es el s igu iente: 

¿Cuál es el n ú m e r o m í n i m o de c e n t r o s y d ó n d e t e n e m o s que 
local izar los para que t o d a la pob lac ión esté cub ie r t a d e n t r o 
de la distancia es tándar D? 

El PLSC p u e d e ser f o r m u l a d o de la s igu ien te f o r m a . S u p o n g a m o s 
una r e d de t r a n s p o r t e en d o n d e e x i s t e n m n o d o s o áreas, cada 
u n o c o n una d e m a n d a ( o p o b l a c i ó n ) d e t e r m i n a d a de l s e r v i c i o , y 
c o n e c t a d o s e n t r e e l l os p o r « a r c o s » ( c a r r e t e r a s , ca l les , e t c . ) , 
cada u n o de e l los c o n un t i e m p o de d e s p l a z a m i e n t o o una d is 
t anc ia asoc iados . La l oca l i zac i ón de los s e r v i c i o s se rea l i za e x c l u 
s i v a m e n t e en los n o d o s . En o t r a s pa labras , ú n i c a m e n t e los n o 
d o s de la r e d son c a n d i d a t o s a o b t e n e r una l oca l i zac ión de los 
s e r v i c i o s , y p o r o t r o l a d o , los n o d o s t a m b i é n r e p r e s e n t a n los 
c e n t r o s de d e m a n d a de los s e r v i c i o s . Muchas veces , en algunas 
ap l i cac iones , n o t o d o s los n o d o s de d e m a n d a son c a n d i d a t o s a 
o b t e n e r un c e n t r o de s e r v i c i o (a veces en un n o d o se e n c u e n t r a 
un e d i f i c i o de i n t e r é s c u l t u r a l , o s i m p l e m e n t e n o e x i s t e t e r r e n o 
d i s p o n i b l e para u b i c a r un s e r v i c i o ) ; p o r e l l o s i e m p r e en la f o r 
m u l a c i ó n de l m o d e l o se d i f e r e n c i a e n t r e la d e m a n d a ( n o d o s q u e 
r e q u i e r e n de l s e r v i c i o ) y la o f e r t a ( n o d o s c a n d i d a t o s a r e c i b i r el 
s e r v i c i o ) . En la F igura 4.3 se r e p r e s e n t a e j e m p l o de r e d de 2 0 
n o d o s , c o n la cual f o r m u l a r e m o s a lgunos m o d e l o s de loca l i za 
c i ó n . 

En esta Figura, los n o d o s están rep resen tados p o r c í rcu los y t a m 
b ién se indican las distancias e n t r e los n o d o s que están d i r ec ta 
m e n t e conec tados . El C u a d r o A5 .1 del a n e x o 5.A. c o n t i e n e la ma
t r i z de distancias d¡j e n t r e t o d o s los pares de n o d o s (i,j) de la r e d . 
Esta m a t r i z es fundamen ta l en los m o d e l o s de loca l izac ión. En ge
nera l , esta ma t r i z se o b t i e n e ca lcu lando, para cada par de n o d o s , el 
«cam ino más c o r t o » e n t r e e l los , es dec i r , la d istancia más c o r t a 
que los une. 

A h o r a es necesar io c o n o c e r , para cada n o d o de demanda , cuáles 
son las ub icac iones po tenc ia les d o n d e , si se abre un c e n t r o en 
ellas, el n o d o de d e m a n d a estará c u b i e r t o d e n t r o de la distancia es
tánda r D . Por e j e m p l o , si D = 10, el c e n t r o de demanda 4 t i ene , 
c o m o ub icac iones po tenc ia les de c u b r i r l o , los n o d o s 3, 4 y 7. En el 
C u a d r o 4 .2 . se ind ican, para cada n o d o , las ub icac iones potenc ia les 
de c o b e r t u r a . 

17 En inglés: «Locat ion Set Cover ing Probletn». 
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F I G U R A 4.3 
R e d d e 2 0 n o d o s 

C U A D R O 4 .2 
U b i c a c i o n e s p o t e n c i a l e s d e c o b e r t u r a p o r n o d o . D = 10 

Nodo a cubrir Ubicaciones 
potenciales Nodo a cubrir Ubicaciones 

potenciales 

I 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

Í 0 

1,2,8,10 
1,2,3,5,8 
2,3,4,5 
3,4,17 
2,3,5,6,8,1 I 
5,6,7,11,12 
4,6,7,9 
1,2,5,8,10,1 I 
7,9,12 
1,8,10,1 1,14 

I I 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 

5,6,8,10,1 1,13,14 
6,9,12,15,16 
I 1,13,14,16,17 
10,1 1,13,14,17 
12,15 
12,13,16 
13,14,17,19 
18,19 
17,18,19 
20 

Por e jemplo , si ub icamos un c e n t r o en el n o d o 8, los nodos 1, 2, 5, 
8, 10 y I I estarán cub ie r tos , ya que él está inc lu ido en el c o n j u n t o de 
ubicaciones potencia les de cada uno de estos nodos de demanda. 

D e f i n a m o s X , c o m o una var iab le b inar ia (0 ó I ) que , si es igual a I , 
ind icará que es tamos a b r i e n d o un c e n t r o en el n o d o j , y que , en 
caso c o n t r a r i o (igual a 0 ) , el n o d o j estará vacío. T e n d r e m o s tantas 
var iables c o m o ub icac iones potenc ia les . P o d e m o s ut i l izar estas va
r iables para f o r m u l a r el m o d e l o . Po r e j emp lo , t e n e m o s que, para el 
n o d o 4 , p o d e m o s esc r ib i r la s igu iente r es t r i c c i ón : 

X3 + X4 + X7 > I 
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que indica que c o m o m í n i m o una de las t r e s var iables t i ene que ser 
igual a I , o , en o t r a s palabras, que para que el n o d o 4 esté c u b i e r t o 
t e n e m o s que ab r i r c o m o m í n i m o un c e n t r o en 3, 4 , ó 7. 

Si de f in imos N¡ c o m o el c o n j u n t o de ubicaciones potencia les que c u 
br i rán el n o d o i d e n t r o de la distancia estándar D, ( N i = {j / dy < D } , 
para cada n o d o demanda i p o d e m o s escr ib i r la res t r i cc ión siguiente: 

X X ^ 1 i = l , . . . , 20 

j=Ni 

Este c o n j u n t o de res t r i cc iones f o r za rán a que cada n o d o esté c u 
b i e r t o . A h o r a fal ta f o r m u l a r el o b j e t i v o . C o m o q u e r e m o s m i n i m i 
zar el n ú m e r o de c e n t r o s a ubicar , cuantas menos X j sean igual a I , 
m e j o r . Po r lo t a n t o , el o b j e t i v o lo p o d e m o s f o r m u l a r de la s iguien
t e f o r m a : 

M i n Z = £ x j 

Si de f in imos m c o m o el n ú m e r o t o t a l de nodos de demanda y n 
c o m o el n ú m e r o de t o t a l de ubicac iones potenc ia les , la f o r m u l a 
c ión final de l P rob lema de Local izac ión c o n C o b e r t u r a es: 

M i n Z = ¿ X j 

s.a. 

^ X ^ l i = l , . . . , m 
i=Nl 

X = { 0 , \ ) j = l , . . . , n 

En el a r c h i v o mlcp .x ls está f o r m u l a d o el p r o b l e m a para n u e s t r o 
e j emp lo , y t a m b i é n se inc luye la m a t r i z de distancias. Se puede u t i l i 
zar el m ó d u l o So lver de Excel para reso l ve r el p r o b l e m a c o n d is
tancias es tándar d i fe ren tes . En el C u a d r o 4.3 se p resen tan algunos 
resu l tados para c o b e r t u r a s d i fe ren tes . 

Este p r o b l e m a suele t e n e r a veces bastantes so luc iones óp t imas a l 
te rna t i vas . El PLSC puede mod i f i ca rse para cons ide ra r , p o r e j e m 
p lo , la m in im izac ión del p resupues to . Si cada n o d o po tenc ia l de o b 
t e n e r un se rv i c io t i ene asoc iado un cos te f i jo de a p e r t u r a fj, p o d e 
mos r e f o r m u l a r el o b j e t i v o del p r o b l e m a de la s igu iente f o r m a : 
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C U A D R O 4 .3 
R e s u l t a d o s c o n d i f e r e n t e s c o b e r t u r a s 

Distancia 
estándar D 

Número mínimo 
de Centros 

Ubicaciones 
finales 

15 
12 
I I 
10 
9 

8,9,19 
3,8,15,17 
3,10,12,18,20 
4,8,12,17,18,20 
4,8,12,15,17,18,19,20 
4,5,8,9,13,15,18,19,20 

M i n Z = £ f j X ¡ 
i=i 

En este caso es tamos m i n i m i z a n d o el cos te t o t a l de a p e r t u r a de 
c e n t r o s . Es m u y i m p r o b a b l e que aparezcan so luc iones a l ternat ivas 
óp t imas . 

En este p r o b l e m a , la f i jac ión de la distancia estándar D es d e t e r m i 
nante de los resu l tados , p o r lo que hay que ir c o n m u c h o cu idado 
al d e t e r m i n a r l a . 

Supongamos que , en n u e s t r o e j e m p l o , la d istancia es tándar está f i 
jada en 10. A l r eso l ve r el PLSC e n c o n t r a m o s que la so luc ión ó p t i 
ma es igual a 6 c e n t r o s , ub icados en los n o d o s 4 , 8, 12, 17, 18 y 20 . 
Pe ro el s is tema n o t i ene suf ic iente p r e s u p u e s t o para c o n s t r u i r 6 
c e n t r o s . Ú n i c a m e n t e t i ene un p resupues to para 4 c e n t r o s . C o m o 
el n ú m e r o m í n i m o de c e n t r o s para c u b r i r la pob lac ión es igual a 6, 
c o n 4 c e n t r o s n o p o d r e m o s cub r i r l a p o r c o m p l e t o . En este caso, si 
f i jamos en n ú m e r o de c e n t r o s , p o d e m o s i n ten ta r e n c o n t r a r sus 
ub icac iones de f o r m a a max im i za r la c o b e r t u r a de la pob lac ión . 
Este p r o b l e m a es c o n o c i d o c o m o el P rob lema de Loca l izac ión c o n 
C o b e r t u r a M á x i m a ( P L C M ) . 

El Problema de localización con cobertura máx ima (PLCM) 
Este p r o b l e m a puede ser d e s c r i t o de la s iguiente f o r m a : 

¿ D ó n d e t e n e m o s que local izar p c e n t r o s para m a x i m i z a r la 
c o b e r t u r a de la pob lac ión d e n t r o de la d istancia es tándar D? 

Este p r o b l e m a es una e x t e n s i ó n del PLSC. Para f o r m u l a r el m o d e l o 
t e n e m o s que añad i r un nuevo g r u p o de var iables binar ias Y¡, que 
d e n o m i n a r e m o s de c o b e r t u r a , que serán igual a I si el n o d o i está 
c u b i e r t o p o r un c e n t r o d e n t r o de la d istancia es tándar D ; e igual a 
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0 si n o lo está. C o m o en la so luc ión f inal a lgunos n o d o s de d e m a n 
da quedarán descub ie r t os (ya que n o t e n e m o s suf ic ientes c e n t r o s 
para c u b r i r t o d a la pob lac ión ) , algunas de estas var iables serán 0. 
C o j a m o s de nuevo c o m o e j e m p l o el n o d o 4 . Para que él esté c u 
b i e r t o se t i ene que local izar c o m o m í n i m o un c e n t r o en u n o de los 
n o d o s 3, 4 ó 7. A h o r a t e n d r e m o s que esc r ib i r la r e s t r i c c i ó n s i 
gu ien te : 

X3 + X4 + X7 > Y4 

Si c o m o m í n i m o una de las var iab les de loca l izac ión X es igual a I , 
la var iab le Y4 p o d r á ser t a m b i é n igual a I , y p o r lo t a n t o el n o d o de 
demanda 4 estará c u b i e r t o . Si, en camb io , t odas las var iables X de 
la r e s t r i c c i ó n son iguales a 0, la var iab le de c o b e r t u r a Y4 será f o r 
zosamen te igual a 0 y el n o d o 4 n o estará c u b i e r t o . Para cada n o d o 
de demanda e s c r i b i r e m o s la s igu iente r e s t r i c c i ó n : 

X X ^ T i = l . . . . . 20 

j=N¡ 

O t r a r e s t r i c c i ó n es la l im i tac ión del n ú m e r o de c e n t r o s a local izar. 
En n u e s t r o e j e m p l o h e m o s f i jado el n ú m e r o de c e n t r o s en c u a t r o . 
Esto qu i e re dec i r que ún i camen te c u a t r o var iables de ub icac ión X j 
p o d r á n ser igual a I . La r e s t r i c c i ó n , en t é r m i n o s ma temá t i cos , es: 

1=1 

F ina lmente , el o b j e t i v o cons is te en la max im izac ión de la c o b e r t u r a 
de la pob lac ión de la reg ión en cues t i ón . En el m o d e l o PLSC t o d o s 
los n o d o s quedaban c u b i e r t o s , p o r lo que n o hacía fal ta p r e o c u p a r 
se de la pob lac ión . En el n u e v o m o d e l o , c o m o algunos n o d o s de 
demanda quedarán descub ie r t os , t e n e m o s que cons i de ra r la p o 
b lac ión de cada u n o de e l los. El m o d e l o i n ten ta rá cub r i r , en p r i m e r 
lugar, aquel los n o d o s c o n m a y o r pob lac ión ( o demanda) . El o b j e t i 
v o se f o r m u l a m a t e m á t i c a m e n t e de la f o r m a s iguiente: 

M a x Z = £ a ¡ Y ¡ 

En d o n d e a¡ es un p a r á m e t r o que d e n o t a el v o l u m e n de demanda 
(en n u e s t r o e j e m p l o , pob lac ión ) asociada al n o d o i. C o n t r a más Y¡ 
sean igual a I , más c o b e r t u r a o b t e n d r e m o s . La f o r m u l a c i ó n f inal 
de l p r o b l e m a es: 
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m 

M a x Z = ^ a ¡ Y ¡ 
¡=i 

I X , a Y, 

s. a. 

= l , . . . , m 
Í=N¡ 

1=1 

X j . Y ^ Í O J ) j = l , . . . , n i = l , . . . . m 

En el a rch i vo p lcm.x ls está f o r m u l a d o el p r o b l e m a de m á x i m a c o 
b e r t u r a para n u e s t r o e j emp lo , c o n D = 10 y p = 4 . Las pob lac iones 
de cada u n o de los n o d o s se indica en el C u a d r o 5A . I del anexo . El 
resu l tado final se p resen ta en el C u a d r o 4.4. 

C u a d r o 4 .4 
R e s u l t a d o s d e l P L C M e n e l e j e m p l o 

N ú m e r o de centros 
Distancia estándar 

Población cubierta 
Ubicaciones 
Nodos no cubiertos 

8 8 % 
4,8,12,17 

18,20 

V e m o s que con cua t ro cent ros pasamos a cubr i r el 88 % de la pobla
c ión. En ot ras palabras, mientras que el n ú m e r o mín imo de cen t ros 
necesarios para cubr i r t o d a la poblac ión era igual a 6, con 4 cen t ros 
cubr imos el 88 % de ella y ún icamente dos nodos no están cubier tos. 

4 . 4 . 2 . M o d e l o d e l o c a l i z a c i ó n P - m e d i a n o 

El m o d e l o P-mediano de local izac ión ( M P M L ) t i ene c o m o o b j e t i v o 
pr inc ipa l la m in im izac ión de la distancia med ia e n t r e los n o d o s de 
demanda y los c e n t r o s . El p r o b l e m a , en palabras, es el s iguiente: 

¿Dónde se ub icarán p c e n t r o s de f o r m a a m in im iza r la d is tan
cia med ia e n t r e éstos y los n o d o s de demanda? 

Para f o r m u l a r este p r o b l e m a neces i tamos c o n o c e r , c o m o en el 
p r o b l e m a a n t e r i o r , la ma t r i z de distancias y la demanda que se ge
nera en cada u n o de los n o d o s . En este caso n o se ut i l iza una d is
tanc ia estándar . Las var iables de m o d e l o serán: 
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• X¡j = I , si el n o d o de demanda i es a tend ido p o r el c e n t r o ub ica
d o en j ; 0, en caso c o n t r a r i o . 

• W j = I ; si ub i camos un c e n t r o en j ; 0, en caso c o n t r a r i o . 

A c o n t i n u a c i ó n de f in imos las res t r i cc iones . En p r i m e r lugar, un 
n o d o de demanda t i ene que estar asignado a un ún i co c e n t r o . Para 
f o r z a r esta s i tuac ión , para cada n o d o de demanda i, la suma de las 
X¡j con respec to al índice j t i ene que ser igual a I. En t é r m i n o s ma
t e m á t i c o s : 

X X ^ I i = l , . . . , m 
i=i 

A h o r a b ien , el n o d o i n o p o d r á ser asignado al n o d o j si no ex is te 
un c e n t r o en j . C o m o la var iab le W , indica si ex is te un c e n t r o en j o 
no , t e n d r e m o s que: 

X ^ W j i = l , . . . , m j = l , . . . , n 

Si no ex is te n ingún c e n t r o en j , W , = 0, lo que impl ica que n ingún 
n o d o de demanda p o d r á ser asignado a j . En este caso, t odas las va
riables Xj j serán igual a 0. 

F ina lmente , t e n e m o s que f i jar el n ú m e r o de c e n t r o s a abr i r . La s i 
gu ien te r e s t r i c c i ó n t i ene que ser añadida al m o d e l o : 

I W ^ p 

Fina lmente , t e n e m o s que f o r m u l a r el o b j e t i v o de distancia med ia . 
T e n e m o s que a¡d¡j será la distancia t o t a l e n t r e la pob lac ión (o d e 
manda) en i y el c e n t r o en j . Si sumamos a¡d¡j para t odas las i t e n 
d r e m o s t o d a la demanda asignada a j . Luego t e n e m o s que sumar 
para t odas las j , y t e n d r e m o s la distancia t o t a l del s is tema. El o b j e t i 
v o es: 

M i n Z = £ £ a ¡ d ¡ j X ¡ 
N |=l 

Una vez o b t e n i d o el va lo r de Z , t e n e m o s que d i v i d i r l o p o r la de
manda (o pob lac ión ) t o t a l del s is tema para o b t e n e r la distancia m e 
dia e n t r e la demanda y los c e n t r o s . 
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En r e s u m e n , la f o r m u l a c i ó n del p r o b l e m a P-mediano es: 

m n 

M i n Z = XXMüX, 
1=1 ¡=1 

s. a. 

1 X ^ = 1 i = l , . . . , m 

X. <Wj i = l , . . . , m j = l , . . . , m 

É W í = P 
i=i 

Esta f o r m u l a c i ó n suele t e n e r muchas var iables y res t r i cc iones . Po r 
e j emp lo , si m = n = 100 t e n d r e m o s 10.100 var iables y 10.101 res
t r i c c i ones . Ex is ten var ias f o r m a s de r e d u c i r el n ú m e r o de var iables 
y res t r i cc iones , p e r o aún así es te m o d e l o suele ser bastante g ran 
de. Se han d e s a r r o l l a d o var ios m é t o d o s heur ís t icos para p o d e r e n 
c o n t r a r so luc iones del M P M L U n a exce len te re fe renc ia se e n c u e n 
t r a en el l i b r o de Dask in (1995) . 

4 . 4 . 3 . E l p r o b l e m a d e l o c a l i z a c i ó n de p l a n t a s 
c o n c a p a c i d a d 

En m u c h o s casos el o b j e t i v o pr inc ipa l es e n c o n t r a r una ser ie de 
ub icac iones que m i n i m i c e n t a n t o los costes de t r a n s p o r t e c o m o el 
cos te de a p e r t u r a de los c e n t r o s . El m o d e l o de Loca l izac ión de 
Plantas c o n Capac idad ( M L P C ) se descr ibe de la f o r m a s igu iente: 

¿Cuántos c e n t r o s se neces i tan y d ó n d e hay que ub icar los 
para m i n i m i z a r los costes to ta les del se rv ic io sin e x c e d e r su 
capacidad? 

Para p o d e r f o r m u l a r el m o d e l o , neces i tamos los s iguientes pará
m e t r o s : 

• a¡ = d e m a n d a en el n o d o i. 

• d¡j = d is tanc ia e n t r e el n o d o de demanda i y el n o d o de ub icac ión 
po tenc ia l j . 

• fj = c o s t e de a p e r t u r a de un c e n t r o en el n o d o j . 

• c¡j = cos te de t r a n s p o r t e p o r un idad de demanda y un idad de d is
tancia. 

• C j = capacidad de un c e n t r o si se ubica en j . 

y las var iables que a c o n t i n u a c i ó n se desc r iben : 
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• X¡j = demanda del n o d o I a tend ida p o r el c e n t r o en j . 

• Wj = I , si ub i camos un c e n t r o en j ; 0, en caso c o n t r a r i o . 

U n vez def in idos los p a r á m e t r o s y las var iables del m o d e l o , se t i e 
nen que f o r m u l a r las res t r i cc iones . En p r i m e r lugar, no p o d e m o s 
e x c e d e r la capacidad de cada c e n t r o . Para que es to se cump la , la 
demanda asignada a cada u n o de los c e n t r o s potenc ia les j n o puede 
e x c e d e r su capacidad. En t é r m i n o s ma temá t i cos : 

£ x ¡ j < C j j = U . , n 

Po r o t r o lado, la d e m a n d a de cada u n o de los n o d o s t i e n e que ser 
a tend ida . Es dec i r : 

I X ¡ ] = a ¡ i = l , . . . , m 
i=i 

Fina lmente , un n o d o de d e m a n d a i n o puede ser se rv ido p o r j si n o 
ex is te un c e n t r o en j . M a t e m á t i c a m e n t e , 

£x¡1<MWj j = l , . . . , n 

en d o n d e M es un p a r á m e t r o c o n un v a l o r m u y e levado ( p o r 
e j e m p l o , I O10). Si Wj es igual a 0 , f o r z o s a m e n t e t o d a s las Xy serán 
igual a 0. En caso c o n t r a r i o , si Wj es igual a I , las var iab les X¡j p o 
d r á n t o m a r cua lqu ie r va lo r , ya q u e n o t e n d r á n n inguna c o t a supe 
r i o r . 

A h o r a fal ta de f in i r el o b j e t i v o . Po r un lado t e n e m o s los costes de 
a p e r t u r a , o costes f i jos. Po r o t r o lado, t e n e m o s que m in im i za r los 
cos tes de d i s t r i b u c i ó n o t r a n s p o r t e . Estos dos t i pos de costes j u e 
gan un papel o p u e s t o en re lac ión al n ú m e r o de c e n t r o s a ubicar . 
M ien t ras que , c o n t r a más c e n t r o s a b r a m o s , m e n o r será el cos te de 
t r a n s p o r t e al reduc i r se las distancias, p o r o t r o lado los costes de 
a p e r t u r a aumen ta rán c o n s i d e r a b l e m e n t e . El m o d e l o buscará el n ú 
m e r o de c e n t r o s que m in im i ce los costes to ta les . El o b j e t i v o se d e 
f ine m a t e m á t i c a m e n t e c o m o : 

M i n Z ^ W + X I c ^ X , 
1=1 Í=I ¡=1 
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El p r i m e r t é r m i n o del lado d e r e c h o de la ecuac ión ref le ja ios cos
tes de ape r t u ra . El segundo t é r m i n o f o r m u l a los costes to ta les de 
t r a n s p o r t e . 

En r e s u m e n , el m o d e l o se f o r m u l a de la s iguiente f o r m a : 

M i n Z = I W + X I c A X , 
j=l ¡=1 |=l 

s. a. 

S X ^ q j = | , . . . , n 
i=l 
n 

X x ¡ i = a ¡ i = l , . . . , m 

m 

£ x i i < M W j j = l , . . . . n 

X > 0 ; W =(0,1) i = l , . . . , m j = l , . . . ,n 

Este p r o b l e m a es de p r o g r a m a c i ó n l ineal en te ra m ix ta , ya que 
m ien t ras que algunas de las var iables son en teras (en este caso las 
Wj son binar ias) , o t r a s son con t inuas (las Xj, pueden t o m a r cua l 
qu ie r va lo r no -nega t i vo ) . 

Este p r o b l e m a es m u y u t i l i zado para ub icar plantas de p r o d u c c i ó n 
y depós i t os de d i s t r i b u c i ó n . Existe un sinfín de p rob lemas de loca l i 
zac ión basados en este m o d e l o . 

4.5. Conclusiones 

En este cap í tu lo h e m o s e x a m i n a d o c ó m o f o r m u l a r a lgunos p r o 
b lemas de p r o g r a m a c i ó n e n t e r a m i x t a y b inar ia y c ó m o r e s o l v e r 
los c o n el a l g o r i t m o de b i f u r c a c i ó n y a c o t a m i e n t o . M i e n t r a s que 
a lgunos p r o b l e m a s son r e l a t i v a m e n t e fáci les de r e s o l v e r c o n es te 
a l g o r i t m o , o t r o s p u e d e n ser e x t r e m a d a m e n t e « c a r o s » en t é r m i 
nos de t i e m p o de o r d e n a d o r , ya que la ram i f i cac ión es e x p o n e n 
cial , y en cada rama del á r b o l de l a l g o r i t m o t e n e m o s que r e s o l v e r 
un p r o g r a m a l ineal . La m a y o r í a de p r o g r a m a s l ineales i n c o r p o r a n 
un m ó d u l o de p r o g r a m a c i ó n e n t e r a , p o r lo que n o hay que rea l i 
zar el a l g o r i t m o ; el p r o p i o p r o g r a m a se encarga del p r o c e s o . En la 
ho ja de cá lcu lo Exce l , para r e s o l v e r p r o g r a m a s c o n algunas o t o 
das las var iab les en te ras , basta dec larar las c o m o en te ras o b ina
rias (si p r o c e d e ) d e n t r o de la ven tana de r e s t r i c c i o n e s (ve r a r c h i 
vos de e j e m p l o p l cm.x l s y p lsc .x ls ) . 
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4.6. P r o b l e m a s 

4 . 1 . Reso lve r el p r o b l e m a s igu iente c o n el a l g o r i t m o de b i fu rca
c i ón y a c o t a m i e n t o : 

M a x Z = X , + 2 X 2 

s. a. 

2, IXI + 8 X 2 < I 5 , 5 

X , + I , 2 X 2 < S , 6 

X | ) X 2 > 0 

Programar el p rob lema en la hoja de cálculo Excel y resolver lo. 

4.2. Reso lver el p r o b l e m a s igu iente c o n el a l g o r i t m o de b i fu rca
c ión y a c o t a m i e n t o . En cada i t e rac ión del a l g o r i t m o , u t i l i zar 
la ho ja de cá lcu lo Excel para r eso l ve r el s u b - p r o b l e m a c o 
r r e s p o n d i e n t e . 

M a x Z = 4X, + X 2 +X3 

s. a. 

X , +4X2 +X3 ^ I I . S 

5 X , - 2 X 2 +4X3 < I 0 , 2 

2 J X , + 3 X 2 + 3 X 3 < 2 0 

X I , X 2 , X 3 > 0 

4.3. Reso lver el p r o b l e m a s igu iente c o n el a l g o r i t m o de b i fu rca
c i ón y a c o t a m i e n t o . En cada i t e rac ión del a l g o r i t m o , u t i l i zar 
la ho ja de cá lcu lo Excel para reso l ve r el s u b - p r o b l e m a c o 
r r e s p o n d i e n t e . 

M a x Z = X , - X 2 +X3 

s. a. 

X , + 4 X 2 < 2 0 

X , + X 2 + X 3 > I 0 

- 2 X , + 4 X 2 +2X3 < 6 0 

2X, + 3 X 2 +X3 < 5 0 

X . ^ ^ X , > 0 
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4.4. Una red de a tenc ión sani tar ia t i ene m a m b u l a t o r i o s y que 
a t ienden a n pueb los de una reg ión ru ra l . La gerenc ia no está 
satisfecha c o n la asignación actual e n t r e pueb los y a m b u l a t o 
r ios , y qu ie re reo rgan i za r la asignación de f o r m a a m in im iza r 
los costes de desp lazamien to to ta les del s is tema, s i empre 
que n o se exceda la capacidad de cada u n o de los c e n t r o s . 
Sean c el cos te de t r a n s p o r t e e n t r e el pueb lo i y el ambu la 
t o r i o j , zi la pob lac ión del p u e b l o i, y ^ la capacidad del a m b u 
l a t o r i o j . F o r m u l a r un m o d e l o de p r o g r a m a c i ó n en te ra que 
asigne cada p u e b l o a un ún i co a m b u l a t o r i o sin e x c e d e r la ca
pacidad. 

4.5. U na c iudad q u i e r e red iseñar su s is tema de ambulancias y m e 
j o r a r el se rv ic io , s o b r e t o d o en lo que se re f ie re a t i e m p o s 
de a tenc ión . Para e l lo ha dec id i do reub ica r los garajes. Se t i e 
ne la s igu iente i n f o r m a c i ó n : la c iudad está d iv id ida en 20 
áreas. En el C u a d r o A5 .1 del a n e x o se p resen tan los t i e m p o s 
de desp lazamien to e n t r e t odas las áreas y la f recuenc ia de 
l lamadas p o r semana en cada una de ellas (fila pob.). Po r aho 
ra se d ispone de 4 ambulanc ias ubicadas ac tua lmen te en los 
n o d o s 5, 7, 16 y 17, y n o se pueden c o m p r a r más. El alcalde 
cons ide ra que se t end r í a que max im iza r la c o b e r t u r a en un 
t i e m p o de d iez m i n u t o s , p e r o t a m b i é n que t o d a la c iudad 
t end r í a que es tar cub ie r t a en qu ince m i n u t o s . F o r m u l a r el 
p r o b l e m a y r e s o l v e r l o c o n ayuda del o r d e n a d o r . ¿En c u á n t o 
ha m e j o r a d o la c o b e r t u r a r e s p e c t o a la s i tuac ión inicial? 

Supone r aho ra que só lo se t i ene p resupues to para reub ica r 
dos de las c u a t r o ambulanc ias. R e f o r m u l a r el p r o b l e m a para 
que el m o d e l o escoja cuáles se t i enen que reub icar . 
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4.7. Anexo: Datos de la red de 20 nodos 
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5. PROGRAMACIÓN MULTIOBJETIYO 

5.1. I n t r o d u c c i ó n 

C o m o b ien c i ta R o m e r o ( 1 9 9 3 ) , el g r a n e c o n o m i s t a de la e s c u e 
la de C h i c a g o M i l t o n F r i e d m a n , en el p r i m e r c a p í t u l o de su l i b r o 
« T e o r í a de los P r e c i o s » ( 1 9 6 2 ) , en fa t i za el c a r á c t e r m u l t i c r i t e r i o 
de los p r o b l e m a s e c o n ó m i c o s al c o n s i d e r a r c o m o e c o n ó m i c o s 
s ó l o los p r o b l e m a s en los q u e subyace la e x i s t e n c i a de c r i t e r i o s 
m ú l t i p l e s . P o r el c o n t r a r i o , c u a n d o el p r o b l e m a de d e c i s i ó n se 
es tab lece en base a un s o l o c r i t e r i o , nos e n c o n t r a m o s a n t e l o 
que F r i e d m a n l l ama un p r o b l e m a t e c n o l ó g i c o , en el q u e n o e x i s 
t e n p r o b l e m a s de e l e c c i ó n p r o p i a m e n t e d i c h o s . E f e c t i v a m e n t e , 
en m u c h a s o c a s i o n e s , el d e c i s o r se e n f r e n t a a s i t uac i ones en 
d o n d e e x i s t e n v a r i o s o b j e t i v o s a m a x i m i z a r o m i n i m i z a r . P o r 
e j e m p l o , en una o r g a n i z a c i ó n san i ta r ia , p o r un l ado se p u e d e 
q u e r e r m a x i m i z a r una m e d i d a de l b i e n e s t a r de la p o b l a c i ó n y 
p o r el o t r o m i n i m i z a r los cos tes de i m p l a n t a c i ó n de l s e r v i c i o . O 
una e m p r e s a f a r m a c é u t i c a p u e d e q u e r e r m a x i m i z a r b e n e f i c i o s , 
a u m e n t a r c u o t a de m e r c a d o , a u m e n t a r la tasa d e r e t o r n o y m i 
n i m i z a r el v o l u m e n de stocks. C u a n d o t e n e m o s más de un o b j e t i 
v o en un p r o b l e m a , p o d e m o s u t i l i za r la p r o g r a m a c i ó n m u l t i o b j e -
t i v o . En es te caso , c o m o la o p t i m i z a c i ó n s i m u l t á n e a de t o d o s los 
o b j e t i v o s es n o r m a l m e n t e i m p o s i b l e - y a q u e en la v ida rea l e n 
t r e los o b j e t i v o s q u e p r e t e n d e o p t i m i z a r un c e n t r o d e c i s o r sue 
le e x i s t i r un c i e r t o g r a d o de c o n f l i c t o - , el e n f o q u e m u l t i o b j e t i -
v o , en vez de i n t e n t a r d e t e r m i n a r un n o e x i s t e n t e ó p t i m o , p r e 
t e n d e e s t a b l e c e r el c o n j u n t o de s o l u c i o n e s e f i c i en tes o P a r e t o 
ó p t i m a s . 
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5.2. Espacio de decisiones y espacio de objetivos 

Supongamos el p r o g r a m a l ineal b i c r i t e r i o s igu iente: 

M a x 7 , = 2 X , - X , 

M a x Z 2 

s. a. 

-X , + 5 X 

X , + X 

-X , + 2 X 

X ^ X , > 0 

< 8 

< 7 

< 6 

< 4 

El c o n j u n t o de res t r i cc iones sigue f o r m a n d o , c o m o en el caso m o -
n o c r i t e r i o , una reg ión fac t ib le convexa , que nos indica t odas las 
comb inac iones de las var iab les de dec is ión X | y X 2 que c u m p l e n 
todas las res t r i cc iones del p r o b l e m a . Este c o n j u n t o c o n v e x o es c o 
n o c i d o c o m o el espado de decisiones. Los p u n t o s e x t r e m o s t a m b i é n 
p e r t e n e c e n al espac io de dec is iones. C o m o exp l i camos en el capí
t u l o 3, el va lo r ó p t i m o del o b j e t i v o s i empre c o r r e s p o n d e r á al v a l o r 
de las var iables en u n o de es tos p u n t o s e x t r e m o s . En el c u a d r o 5.1 
se p resen tan los va lo res de las var iables y de los ob je t i vos en cada 
u n o de los p u n t o s e x t r e m o s del e j emp lo . 

C U A D R O 5.1 
V a l o r e s d e l a s v a r i a b l e s y o b j e t i v o s e n l o s p u n t o s 
e x t r e m o s 

Puntos 
extremos 

0 
15 
19 
16 
4 

- 6 

En la Figura 5.1 t e n e m o s d ibu jado el espac io de dec is iones del 
e j e m p l o . Los p u n t o s A , B, C D y F c o r r e s p o n d e n a los p u n t o s ex 
t r e m o s del p r o b l e m a , y el p u n t o G es una so luc ión fact ib le . C o m o 
para cada v a l o r de X | y de X 2 p o d e m o s e n c o n t r a r el v a l o r de los 
ob je t i vos , p o d e m o s t a m b i é n r e p r e s e n t a r en un grá f i co los va lo res 
de los ob je t i vos que c o r r e s p o n d e n a cada u n o de estos va lo res de 
X | y X2 , que son fact ib les para el p r o b l e m a . En la Figura 5.2 se r e -
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F I G U R A 5.1 y 5 .2 
E s p a c i o d e d e c i s i o n e s y E s p a c i o d e o b j e t i v o s 

X , < 6 

X2 < 4 

Región 
factible en 
el espacio de 
decisiones 

, + X 2 < 8 

Región 
factible en 
el espacio de 
objetivos 

Punto 
-9 ideal 

* F 

Puntos no inferiores 

presen ta la región factible en el espacio de objetivos. Por e j emp lo , 
cada p u n t o e x t r e m o en el espacio de decis iones c o r r e s p o n d e t a m 
bién a un p u n t o e x t r e m o en el espacio de ob je t i vos . 

Si es tuv ié ramos ún i camen te m a x i m i z a n d o el p r i m e r ob j e t i vo , éste 
sería igual a 10 y X | = 6 y X 2 = 2, que c o r r e s p o n d e a p u n t o e x t r e 
m o E. En este p u n t o e x t r e m o el va lo r del segundo o b j e t i v o n o es 
ó p t i m o , ya que es igual a 4 , m ien t ras que el va lo r ó p t i m o se alcanza 
en el p u n t o e x t r e m o C, y es igual a 19. Por lo t a n t o , una so luc ión 
ó p t i m a para u n o de los ob je t i vos nos da una so luc ión m u y def ic ien
t e para el segundo. Pe ro , p o r o t r o lado, t e n e m o s que e n c o n t r a r 
una so luc ión única de las var iables de dec is ión que a su vez d e t e r -
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m inará el v a l o r de los dos ob je t i vos . En este caso t e n e m o s que en 
c o n t r a r una so luc ión de compromiso para los dos ob je t i vos . Esta so
luc ión puede n o dar un resu l tado ó p t i m o de los ob je t i vos , p e r o 
t i ene que ser una so luc ión sat is factor ia para ambos . Para e l lo se 
def ine el c o n c e p t o de no-inferioridad o de eficiencia. D i r e m o s que 
una so luc ión es no-inferior (o eficiente) si n o ex is te n inguna o t r a so 
luc ión del p r o b l e m a que dé un va lo r m e j o r de los ob je t i vos , o que 
m e j o r e un o b j e t i v o , de jando al o t r o igual. 

O b s e r v e m o s las Figuras 5.1 y 5.2. El p u n t o H sería el p u n t o ideal, 
ya que es d o n d e ambos ob je t i vos alcanzan su v a l o r ó p t i m o . Sin e m 
bargo , este p u n t o n o es fact ib le . El p u n t o G es fac t ib le , p e r o es un 
p u n t o i n f e r i o r p o r q u e p o d e m o s e n c o n t r a r o t r o p u n t o fact ib le que 
da un m a y o r v a l o r de ambos ob je t i vos ( p o r e j emp lo , el p u n t o ex 
t r e m o D ) . Po r o t r o lado, el p u n t o D es n o - i n f e r i o r , p o r q u e n o p o 
d e m o s e n c o n t r a r o t r a so luc ión fact ib le de l p r o b l e m a sin t e n e r que 
e m p e o r a r u n o de los ob je t i vos . R e c o r d e m o s que es tamos m a x i m i -
zando ambos ob je t i vos . A h o r a p o d e m o s de f in i r el c o n j u n t o de 
p u n t o s no - i n f e r i o res . G rá f i camen te , este c o n j u n t o c o r r e s p o n d e al 
b o r d e de la reg ión fact ib le en el espacio de dec is iones e n t r e los 
p u n t o s e x t r e m o s C -D-E -F . Cua lqu ie r v a l o r de Z | y de Z2 s i tuado 
s o b r e esta f r o n t e r a c o r r e s p o n d e a un p u n t o n o - i n f e r i o r . Cua lqu ie r 
p u n t o s i tuado en el i n t e r i o r del c o n j u n t o será una so luc ión infe
r i o r , y p o r lo t a n t o n o nos in teresa cons idera r la . 

Una vez o b t e n i d o el c o n j u n t o de pun tos n o - i n f e r i o r e s en el espa
c io de ob je t i vos , t e n e m o s que escoger u n o que nos dé la so luc ión 
f inal del p r o b l e m a . A q u í es d o n d e en t ran las cons ide rac iones subje
t ivas del dec iso r , ya que, en m u c h o s casos, las un idades de los ob je 
t i vos son d i fe ren tes . El dec i so r c o m p a r a r á los d i fe ren tes p u n t o s 
ef ic ientes y los i n t e r c a m b i o s que se p r o d u c e n al pasar de un p u n t o 
n o - i n f e r i o r a o t r o p u n t o . En o t ras palabras, al pasar del p u n t o D al 
p u n t o E en n u e s t r o e j e m p l o , el dec i so r va lo ra rá la d i fe renc ia e n t r e 
el benef ic io ad ic iona l que o b t i e n e al a u m e n t a r Z | c o n la r e d u c c i ó n 
del v a l o r de Z2. Esta es una de las grandes ventajas de la p r o g r a m a 
c ión m u l t i o b j e t i v o , ya que o f r ece al dec i so r d i fe ren tes so luc iones 
a l ternat ivas ef ic ientes. El dec i so r escogerá aquel la que c rea m e j o r y 
se puede apoya r en o t r o s m é t o d o s para p o d e r d i sc r im ina r e n t r e 
las d i f e ren tes so luc iones. 

Hasta a h o r a h e m o s e x a m i n a d o el p r o b l e m a de max im izac ión de 
dos ob je t i vos . Pe ro en muchas s i tuac iones t e n e m o s que max im i za r 
un o b j e t i v o y m in im i za r el o t r o , o m in im iza r los dos ob je t i vos . En 
este caso, la f r o n t e r a de ef ic iencia adop ta f o r m a s d i fe ren tes en f u n 
c ión de la carac ter ís t ica de los ob je t i vos . En la Figura 5.3 se mues
t r a n estas f o r m a s d i fe ren tes . 
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F I G U R A 5.3 
F r o n t e r a s d e e f i c i e n c i a 

Max Max 

Min 

Max 

Min 

Min 

Max Max 

5.3. Métodos de resolución 

Exis ten dos m é t o d o s clásicos para p o d e r gene ra r las so luc iones 
n o - i n f e r i o r e s de un p r o b l e m a m u l t i o b j e t i v o : el m é t o d o de los pe
sos y el m é t o d o de las res t r i cc iones . A m b o s m é t o d o s in ten tan ge
ne ra r t o d o s los p u n t o s n o in fe r io res del espacio de ob je t i vos , si 
b ien que , una vez ap l icados, n o garant izan la o b t e n c i ó n de t o d o s 
e l los. 

5 .3 .1 . E l m é t o d o de l a restr icc ión 

El m é t o d o de la r e s t r i c c i ó n cons is te bás icamente en la t r a n s f o r m a 
c ión del p r o b l e m a m u l t i o b j e t i v o en un p r o b l e m a c o n un ún i co o b 
j e t i v o a max im i za r o m in im iza r , para p o d e r así u t i l i zar los m é t o d o s 
de r e s o l u c i ó n clásicos, c o m o el S implex. En esencia, t o d o s los o b 
je t i vos del p r o b l e m a , m e n o s u n o , se i n t r o d u c e n en el c o n j u n t o de 
res t r i cc iones , f i j ando a r b i t r a r i a m e n t e el lado d e r e c h o de cada nue 
va r e s t r i c c i ó n (una p o r o b j e t i v o ) . Marg l in (1967) d e m o s t r ó que la 
so luc ión de este n u e v o p r o b l e m a t a m b i é n da una so luc ión e f ic ien
te . El p r o c e d i m i e n t o paso a paso es el s igu iente para un p r o b l e m a 
b i - o b j e t i v o en d o n d e los dos ob je t i vos son de max im i zac i ón : 
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En p r i m e r lugar, s o l u c i o n a m o s el p r o b l e m a c o n el p r i m e r o b j e t i v o 
Z | y, una vez o b t e n i d o el v a l o r de las var iables de dec is ión , calcula
m o s el v a l o r del segundo o b j e t i v o Z2. A con t i nuac ión so luc iona
m o s el p r o b l e m a c o n el segundo o b j e t i v o Z2 y una vez o b t e n i d o el 
v a l o r de las var iables de dec is ión , ca lcu lamos el v a l o r del p r i m e r 
o b j e t i v o Z | . Po r a h o r a ya t e n e m o s dos p u n t o s ef ic ientes del espa
c io de ob je t i vos . El s igu iente paso es escoger una de las func iones 
o b j e t i v o ( p o r e j e m p l o , escogemos Z2) y p o n e r l a c o m o r e s t r i c c i ó n . 
Supongamos que L2 c o r r e s p o n d e al v a l o r de Z2 cuando max im iza -
m o s Z | . Si añad imos la r e s t r i c c i ó n Z2 > L2 y so luc i onamos el p r o 
b lema, vo l ve r í amos a o b t e n e r la m isma so luc ión para Z | . Pe ro si 
añad imos la s igu iente r e s t r i c c i ó n Z2 > L2 + £, en d o n d e e es un va
l o r pos i t i vo re l a t i vamen te p e q u e ñ o , y so luc i onamos el p r o b l e m a , 
es pos ib le que la nueva so luc ión de Z | sea i n f e r i o r o igual, p e r o o b 
v i amen te nunca s u p e r i o r , ya que al añadi r una nueva r e s t r i c c i ó n es
t a m o s r e d u c i e n d o el espacio de dec is iones fact ib le . Po r lo t a n t o , a 
med ida que vamos i n c r e m e n t a n d o el va lo r de £ y r e s o l v i e n d o nue 
vas instancias del p r o b l e m a , vamos g e n e r a n d o nuevas so luc iones 
de Z | . El p r o c e s o se para cuando el lado d e r e c h o de la r e s t r i c c i ó n , 
L2 + e, alcanza el v a l o r ó p t i m o de Z2. El p r o b l e m a res ide en e n c o n 
t r a r el v a l o r de e adecuado para p o d e r gene ra r el m á x i m o n ú m e r o 
de p u n t o s ef ic ientes en el espacio de ob je t i vos . En o t r a s palabras, 
se t r a t a de e n c o n t r a r el n ú m e r o adecuado de p rob lemas l ineales a 
reso lve r . A c o n t i n u a c i ó n vamos a e x p o n e r c ó m o se resue lve el 
e j e m p l o m u l t i o b j e t i v o de este cáp i tu lo . El m o d e l o or ig ina l es el s i 
gu ien te : 

M a x Z , ^ 2 X , - X 2 

M a x Z 2 = - X , + 5 X 2 

s.a. 

X , + X 2 < 8 

- X , + 2 X 2 < 7 

X , < 6 

X 2 < 4 

X ^ X , > 0 

Si r eso l vemos el p r o b l e m a ún i camen te c o n el p r i m e r o b j e t i v o , Z | , 
t e n d r e m o s que la so l uc i ón de las var iables de dec is ión c o r r e s p o n 
d ien te es X | = 6, X 2 = 0, Z | = 12 y Z2 = - 6 , que c o r r e s p o n d e al 
p u n t o e x t r e m o E. P o r el c o n t r a r i o , si r eso l vemos el p r o b l e m a ú n i 
camen te c o n el segundo o b j e t i v o , Z2, t e n d r e m o s que la so luc ión 
de las var iables de dec is ión c o r r e s p o n d i e n t e será X | = I , X 2 = 4 , 
Z | = - 2 y Z2 = 19, c o r r e s p o n d i e n t e al p u n t o e x t r e m o D . Ya t e n e 
m o s dos p u n t o s e x t r e m o s ef ic ientes. A h o r a se t r a t a de gene ra r 
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o t r o s p u n t o s e x t r e m o s ef ic ientes del p r o b l e m a . Siguiendo lo ex 
pues to a n t e r i o r m e n t e , i n t r o d u c i m o s la ecuac ión del segundo o b j e 
t i v o c o m o r e s t r i c c i ó n adic ional del m o d e l o , con el lado d e r e c h o 
igual a - 6 + e, de la s igu iente f o r m a : 

- X i + X 2 > - 6 + e 

que, mu l t i p l i cando ambos lados p o r - I , es equ iva len te a: 

X i - X2 < 6 - e 

Supongamos a h o r a que vamos a u m e n t a n d o a r b i t r a r i a m e n t e el va
l o r de e en c inco unidades (£ = 5,10,15,20) hasta l legar a £ = 25 , ya 
que en este p u n t o el lado d e r e c h o será igual al va lo r ó p t i m o de Z2 
(19) . Para cada v a l o r de 8 r e s o l v e m o s el p r o b l e m a u t i l i zando el m é 
t o d o S implex. En el C u a d r o 5.2 se e x p o n e n los resu l tados : 

C U A D R O 5.2 
R e s u l t a d o s d e l m é t o d o d e l a r e s t r i c c i ó n , e j e m p l o 6.1 

6-£ 
Puntos 

de la 
frontera 

0 
5 

10 
15 
20 
25 

6 
I 

- 4 
- 9 

-14 
-19 

6 
6 
6 
5,7 
4,3 

0 
I 
2 
2,8 
3,7 
4 

12 
I I 
10 
7,5 
5 

- 2 

4 
9 

14 
19 

C o m o p o d e m o s v e r en esta tab la, a med ida que i n c r e m e n t a m o s el 
v a l o r de e, el v a l o r del p r i m e r o b j e t i v o se va r e d u c i e n d o d e b i d o a 
la nueva r e s t r i c c i ó n , que cada vez más aco ta el espacio fact ib le 
de decis iones. P o r o t r o lado, c o m o es de esperar , el segundo o b j e 
t i v o aumen ta al i n c r e m e n t a r £, hasta alcanzar su va lo r ó p t i m o 
cuando inc lu imos la r e s t r i c c i ó n X | - X 2 < - 2 5 , que es equ iva len te a 
- X i + X 2 > 25. 

La p regun ta que a c o n t i n u a c i ó n nos hacemos es: ¿hemos escog ido 
unos va lo res aceptables de £? O , en o t r a s palabras, ¿hemos genera 
d o t o d o s los p u n t o s e x t r e m o s ef ic ientes en el espacio de o b j e t i 
vos? La respuesta, en este caso, es negat iva. Esto lo p o d e m o s o b 
servar en la Figura 5.4. C o m o p o d e m o s ve r , hemos gene rado t o 
dos los p u n t o s e x t r e m o s que c o n o c í a m o s a n t e r i o r m e n t e , e x c e p t o 
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F I G U R A 5.4 
P u n t o s e f i c i e n t e s d e l e j e m p l o 6.1 

Solución 
eficiente no 
encontrada 

Puntos no-inferiores 

el p u n t o D . Esto es d e b i d o a que el I n c r e m e n t o de e ap l icado al 
lado d e r e c h o de la r e s t r i c c i ó n cuando es tábamos en el p u n t o V ha 
s ido s u p e r i o r al v a l o r del segundo o b j e t i v o en el p u n t o D. Efect iva
m e n t e , en el p u n t o V , Z i = 14 y al a u m e n t a r 8 en c inco unidades, 
es tábamos a c o t a n d o p o r deba jo en 19 la r e s t r i c c i ó n c o r r e s p o n 
d ien te al segundo ob je t i vo . En este caso, nunca p o d r í a m o s e n c o n 
t r a r el v a l o r de Z2 c o r r e s p o n d i e n t e al p u n t o D. 

C o m o h e m o s v i s to , el m é t o d o de la res t r i c c i ón n o garant iza la o b 
t e n c i ó n de t o d o s los p u n t o s e x t r e m o s en el espacio de ob je t i vos . 
Es i m p o r t a n t e escoger va lo res de £ adecuados para p o d e r gene ra r 
el m á x i m o de p u n t o s ef ic ientes posib les. 

Si el o b j e t i v o que escogemos para inc lu i r l o en el c o n j u n t o de res 
t r i c c i ones es de m in im izac ión , t e n d r e m o s que camb ia r la d i r e c c i ó n 
de la desigualdad. En este caso t e n d r e m o s que aco ta r la ecuac ión 
de la s igu iente f o r m a : Z2 < L - 8. 

5 .3 .2 . E l m é t o d o de los p e s o s 

El m é t o d o de los pesos es o t r o p r o c e d i m i e n t o s imi lar al de la res 
t r i c c i ó n para gene ra r los p u n t o s ef ic ientes del espacio de ob je t i vos . 
T a m b i é n se t r a t a de t r a n s f o r m a r el p r o g r a m a m u l t i o b j e t i v o en un 
p r o g r a m a c o n un ún ico o b j e t i v o para p o d e r ut i l izar el m é t o d o S im-
p lex y gene ra r así so luc iones ef ic ientes. En este caso, bás icamente 
se f o r m a un ún i co o b j e t i v o sumando los dos ob je t i vos del m o d e l o 
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p o n d e r a d o s p o r unos pesos re la t ivos . Para o b t e n e r d i fe ren tes 
p u n t o s ef ic ientes es tos pesos re la t ivos se van mod i f i cando . En cada 
mod i f i cac ión se resue lve el p r o b l e m a c o n el nuevo o b j e t i v o resu l 
t an te . V o l v a m o s al e j e m p l o de la secc ión a n t e r i o r . Los ob je t i vos 
son los s iguientes: 

M a x Z i = 2 X | - X2 

M a x Z2 = - X i + 5X2 

A h o r a t e n e m o s que f o r m a r un ún ico o b j e t i v o . Si de f i n imos w i y W2 
c o m o los pesos asociados al p r i m e r y segundo o b j e t i v o , r espec t i 
v a m e n t e , p o d e m o s esc r ib i r el nuevo o b j e t i v o de la s iguiente f o r m a : 

Max Z = W | Z | + W2Z2 

Si f i j amos w i = l y W2=0 e s t a r e m o s reso l v i endo ún i camen te el p r o 
b lema c o n el p r i m e r o b j e t i v o . Si, al c o n t r a r i o , f i jamos w i = 0 y W2= I 
e n c o n t r a r e m o s la so luc ión del p r o b l e m a de max im izac ión c o n el 
segundo o b j e t i v o exc lus i vamen te . Si f i jamos va lo res i n t e r m e d i o s , 
i r e m o s o b t e n i e n d o so luc iones i n te rmed ias ef ic ientes. Esto es deb i 
d o a que , al camb ia r los pesos re la t i vos , es tamos m o d i f i c a n d o la 
pend ien te del n u e v o o b j e t i v o , y p o d e m o s i r e n c o n t r a n d o p u n t o s 
e x t r e m o s d i fe ren tes en el espac io de dec is iones. U n a vez o b t e n i d a 
la so l uc i ón de las var iables de dec is ión , p o d e m o s calcular el v a l o r 
de cada u n o de los ob je t i vos . C o m o la nueva f unc ión o b j e t i v o t a m 
bién e n c u e n t r a su m á x i m o en un p u n t o e x t r e m o ( p r o p i e d a d básica 
que h e m o s v i s to en el capí tu lo de m é t o d o s de so luc ión ) , los p u n 
t o s o b t e n i d o s en el espacio de ob je t i vos t a m b i é n serán ef ic ientes. 
A c o n t i n u a c i ó n r e s o l v e r e m o s n u e s t r o e j e m p l o c o n el m é t o d o de 
los pesos. 

En p r i m e r lugar f o r m a m o s la nueva f unc ión o b j e t i v o : 

M a x Z = w i ( 2 X | - X2)+ W2(-X i + 5X2) 

que es equ iva len te a: 

M a x Z = ( 2 w i - W2) X | + ( - w i + 5w2) X2 

su je to al c o n j u n t o de res t r i cc iones or ig ina l . 

A h o r a se t r a t a de i r f i j ando va lores a los pesos a r b i t r a r i a m e n t e 
para i r e n c o n t r a n d o so luc iones d i fe ren tes del p r o b l e m a . En el C u a 
d r o 5.5 se p resen tan los resu l tados o b t e n i d o s . C o m o p o d e m o s 
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C U A D R O 5.5 
R e s u l t a d o s d e l m é t o d o d e l a r e s t r i c c i ó n , e j e m p l o 5.1 

w , 
Puntos 
de la 

frontera 

I 
0,80 
0,60 
0,4 
0.2 
0 

0 
0,2 
0,4 
0,6 
0,8 

12 
10 
4 
4 

- 2 
- 2 

ver , a med ida que a u m e n t a m o s el va lo r de w i y r e d u c i m o s el v a l o r 
de w i vamos dando más i m p o r t a n c i a al segundo o b j e t i v o en d e t r i 
m e n t o del p r i m e r o . Los va lo res o b t e n i d o s para los ob je t i vos son 
ef ic ientes, c o m o p o d e m o s obse rva r en la Figura 5.5, si b ien que n o 
hemos consegu ido gene ra r t o d o s los p u n t o s ef ic ientes del espacio 
de ob je t i vos . C o m o en el m é t o d o a n t e r i o r , el p r o c e d i m i e n t o de 
los pesos n o garant iza la o b t e n c i ó n de t o d o s los p u n t o s ef ic ientes. 

F I G U R A 5.5 
S o l u c i ó n o b t e n i d a c o n e l m é t o d o d e l o s p e s o s 

Solución 
eficiente no 
encontrada 

U n p r o b l e m a adicional de este m é t o d o es el fijar unos va lores re la t i 
vos de los pesos, deb ido a que las unidades de los ob je t i vos suelen 
ser d i ferentes. Po r e jemp lo , si p o r un lado estamos max im izando la 
c o b e r t u r a de la pob lac ión y p o r el o t r o max im izamos los benef ic ios, 
los pesos re lat ivos que ap l iquemos t i enen que ref le jar la re lac ión de 
estas unidades. Si la c o b e r t u r a de la pob lac ión en cuest ión está en 
t o r n o a 10.000 de personas y los benef ic ios en t o r n o a 10.000.000 
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de pesetas, t e n e m o s que la re lac ión es de I a 1.000. En este caso, el 
va lo r del peso asociado al p r i m e r ob je t i vo t i ene que ref le jar esta re 
lación, ya que si n o el segundo ob je t i vo s iempre t e n d r á una i m p o r 
tancia m u y supe r i o r y «pesará» s iempre m u c h o más que el p r i m e r 
ob je t i vo cuando ut i l izamos este m é t o d o . En este caso f i jar íamos va
lores de w i cercanos a 1.000 y de W2 cercanos a I. 

Si t e n e m o s que Z | es de max im izac ión y Z2 es de m in im izac ión , el 
nuevo o b j e t i v o sería el s igu iente: 

Max Z = W | Z | - W2Z2 

Por el c o n t r a r i o , si ambos ob je t i vos son de m in im i zac ión , t e n d r e 
mos que m in im i za r el s igu iente o b j e t i v o : 

Min Z = W | Z | + W2Z2 

5 .3 .3 . E x t e n s i o n e s de / a p r o g r a m a c i ó n mu l t iob je t i vo 

Hasta a h o r a nos h e m o s o c u p a d o del caso de p r o b l e m a s c o n dos 
ob je t i vos ; p e r o en muchas s i tuac iones p o d e m o s t e n e r más de dos 
ob je t i vos . Los m é t o d o s de la r e s t r i c c i ó n y de los pesos siguen s ien
d o vá l idos , aunque dejan de ser bastante ef ic ientes, ya que el n ú 
m e r o de comb inac iones que t e n e m o s que real izar a u m e n t a e x p o -
nenc ia lmen te . Po r e j e m p l o , si u t i l i zamos el m é t o d o de los pesos en 
una f o r m u l a c i ó n c o n c u a t r o ob je t i vos , t e n d r e m o s que de f in i r cua
t r o pesos y asignarles muchas comb inac iones de va lo res d i f e ren 
tes . Lo m i s m o sucede c o n el m é t o d o de la r e s t r i c c i ó n . Exis ten 
o t ras técn icas , c o m o la p r o g r a m a c i ó n p o r metas , que p e r m i t e de f i 
n i r p r i o r i dades e n t r e los d i fe ren tes ob je t i vos y así e l im ina r muchas 
comb inac iones d i fe ren tes de p r o b l e m a s a so luc ionar . 

En la p r o g r a m a c i ó n m u l t i o b j e t i v o es m u y i m p o r t a n t e que ex is ta 
una g ran i n te racc ión e n t r e el dec i so r y el p r o b l e m a . El dec i so r t i e 
ne que escoger una única so luc ión e f ic iente e n t r e muchas y es p o r 
es to que la cu rva de i n t e r c a m b i o (o de ef ic iencia) es m u y ú t i l , p o r 
que p e r m i t e real izar un análisis marg ina l , p regun tándose cues t i o 
nes del t i p o : si v o y del p u n t o D al p u n t o E, ¿me compensa el au
m e n t o del p r i m e r o b j e t i v o la pé rd ida que pasa en el segundo? Esta 
i n te racc ión puede ser m u y út i l t a m b i é n en s i tuac iones con m ú l t i 
ples ob je t i vos . El dec i so r puede f i jar a prior/ a lgunos de los pesos, o 
dar algún l ími te i n f e r i o r o s u p e r i o r para aco ta r así el c a m p o de so
luc iones d i fe ren tes en el espacio de ob je t i vos . 

O t r o p r o b l e m a de la p r o g r a m a c i ó n m u l t i o b j e t i v o es la r ep resen ta 
c ión del espacio de dec is iones. C o m o h e m o s v i s to en este cap í tu -
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lo , en p rob lemas b l -ob je t i vos esta r ep resen tac ión es re la t i vamen te 
senci l la, ya que se puede real izar en un s imple grá f ico car tes iano . Si 
pasamos a t e n e r t r e s o b j e t i v o s , al q u e r e r real izar una r ep r es en ta 
c i ón car tes iana, t e n d r í a m o s que de f in i r un grá f ico de t r e s d i m e n 
s iones, que comp l i ca bastante el asun to . C o n más de t r e s o b j e t i 
vos , este t i p o de rep resen tac iones ya n o es fact ib le . Sin e m b a r g o , 
ex is te o t r o t i p o de rep resen tac iones que pueden ser út i les para 
m o s t r a r el espacio de ob je t i vos . En la Figura 5.6 se m u e s t r a n dos 
de estos t i p o s de rep resen tac iones para t r e s so luc iones d i fe ren tes 
de un p r o b l e m a c o n c i nco ob je t i vos . 

F I G U R A 5.6 
R e p r e s e n t a c i o n e s g r á f i c a s d e s o l u c i o n e s 

Z , Z i Z 3 Z 4 Z s 

Barras verticales 

5.4. P r o b l e m a s 

5 . 1 . C o n s i d e r a r el p r o g r a m a lineal b i - ob j e t i vo s iguiente: 

M a x Z = - 2 X , + X 2 

M a x Z = 3 X , - 2 X 2 

s.a. 

X , + 4 X 2 < 8 

X , + X 2 < 5 

X ^ X , > 0 

Ut i l i za r el m é t o d o grá f i co para e n c o n t r a r el espacio de deci 
s iones y el espac io de ob je t i vos . Señalar cuáles son las so lu
c iones ef ic ientes. 
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5.2. Supongamos el p r o g r a m a lineal b i - c r i t e r i o s iguiente: 

M a x Z , = X , + 2 X 2 - X 3 

M a x Z 2 = - X , + 4 X 2 +X3 

s. a. 

X , +4X2 +X3 < I 2 

5X, - 2 X 2 +4X3 < l l 

2 X , +3X2 +3X3 < 2 0 

X | ( X 2 , X 3 > 0 

So luc ionar el p r o b l e m a b i - ob je t i vo c o n el m é t o d o de los pe
sos y e n c o n t r a r t odas las so luc iones ef ic ientes. 

5.3. U t i l i za r el m é t o d o de los pesos para so luc ionar el p r o b l e m a 
s iguiente: 

M a x Z , = - X , + X 2 + 2 X 3 

M i n Z 2 = X , + 5 X 2 + - X 3 

s. a. 

2 X , + 8 X 2 - X 3 < 2 0 

- X , + X 2 +X3 < 3 0 

2 X , + 3 X 2 + X 3 < 5 0 

X I , X 2 ) X 3 > 0 

5.4. C o n s i d e r a r el p r o g r a m a lineal b i - ob je t i vo s iguiente: 

M a x Z , = - 3 X , + 2 X 2 

M a x Z 2 = X , - 2 X 2 

s.a. 

X , + 4 X 2 < 8 

3 X , + 2 X 2 < 9 

2 X , + X 2 < 8 

X , + X 2 < 5 

X 1 , X 2 > 0 

So luc ionar el p r o b l e m a c o n el m é t o d o de las res t r i cc iones . 
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5.5. U t i l i za r el m é t o d o de los pesos para so luc iona r el p r o b l e m a 
s igu iente: 

M i n Z = 2X, + 3 X 2 -2X3 

M i n Z = 4X, - 5 X 2 +7X3 

s. a. 

2X, + 8 X 2 - X 3 > 2 0 

- X , + X 2 +X3 > 3 0 

2X, + 3 X 2 + X 3 > 5 0 

7X , - 3 X 2 +2X3 > 5 4 

2X, + 9 X 2 - X 3 > 3 7 

X ^ X ^ X , > 0 



6. GESTION DE COLAS 

En la m a y o r í a de las o rgan i zac iones ex i s t en e j e m p l o s de p r o c e s o s 
que g e n e r a n colas de espera . Estas colas sue len a p a r e c e r c u a n d o 
un u s u a r i o , un e m p l e a d o , una máqu ina o una un idad t i e n e n que 
espe ra r a se r serv idas d e b i d o a q u e la un idad de s e r v i c i o , o p e r a n 
d o a p lena capac idad , n o p u e d e a t e n d e r t e m p o r a l m e n t e a es te 
se rv i c i o . U n t í p i c o e j e m p l o de colas de espe ra q u e i l us t ra el p r o 
b lema es un viaje en av ión . P r i m e r o , para c o m p r a r el b i l l e te p o d e 
m o s t e n e r que hace r co la en la ven tan i l l a c o r r e s p o n d i e n t e . U n a 
vez o b t e n i d o el b i l l e te , t e n d r e m o s que hace r co la para f a c t u r a r el 
equ ipa je y o b t e n e r las ta r je tas de e m b a r q u e . D e s p u é s h a c e m o s 
co la pa ra pasar p o r el d e t e c t o r de meta les y f i n a l m e n t e espe ra 
m o s en co la en la sala de e m b a r q u e . U n a vez d e n t r o del a v i ó n , 
t e n d r e m o s que e s p e r a r a que los pasa jeros c o l o q u e n sus bolsas 
de m a n o para p o d e r l legar a n u e s t r o as ien to . C u a n d o el av ión se 
d i r ige hacia la p is ta de despegue puede e n c o n t r a r s e c o n una co la 
de av iones e s p e r a n d o su t u r n o para despegar . C u a n d o llega a su 
d e s t i n o , p u e d e da r unas cuantas vue l tas antes de t e n e r p e r m i s o 
para a t e r r i z a r . Y f i n a l m e n t e , c u a n d o se asigna una p u e r t a de d e 
s e m b a r q u e para el a v i ó n , t e n d r e m o s que espe ra r a q u e l leguen las 
ma le tas . En es te v ia je es pos ib le q u e hayamos s ido m i e m b r o s de 
p o r lo m e n o s d iez co las. Y eso sin c o n s i d e r a r la e x p e r i e n c i a en 
colas de la p r o p i a c o m p a ñ í a aérea para es te m i s m o v ia je . El av ión 
en el cual v ia jábamos t i e n e q u e espe ra r en co la para r e p o s t a r , se r 
i n s p e c c i o n a d o , as ignar le una p u e r t a d e t e r m i n a d a , una t r i p u l a c i ó n , 
una carga de c o m i d a s , una r u t a especí f ica, e tc . D e ahí q u e las 
compañ ías aéreas se p r e o c u p a n de g e s t i o n a r sus o p e r a c i o n e s lo 
más e f i c i e n t e m e n t e pos ib le , y t r a t a r de r e d u c i r al m í n i m o el t i e m 
p o de espe ra en rea l izar d ichas o p e r a c i o n e s . 

Los s is temas san i tar ios t a m b i é n se en f ren tan a este t i p o de p r o b l e 
mas. Las listas de espera son m u y c o m u n e s en m u c h o s p rocesos 
qu i r ú rg i cos d e n t r o de una r e d públ ica, y a nivel ambu la to r i a l es 
m u y c o m ú n la ex is tenc ia de personas espe rando a ser a tendidas en 
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un C e n t r o de As is tenc ia Pr imar ia . Los sistemas de urgencias m u 
chas veces se ven conges t i onados , s iendo el t i e m p o de espera c r u 
cial . Los m o d e l o s de ges t i ón de colas in ten tan s imu la r el s is tema en 
d o n d e puede ex i s t i r conges t i ón (y p o r lo t a n t o , colas) y generan 
una ser ie de p a r á m e t r o s - q u e v e r e m o s en este c a p í t u l o - que pe r 
m i t e n evaluar el s is tema actual y evaluar la rea l izac ión de mod i f i ca 
c iones en el se rv ic io en cues t i ón . 

6.1. D e s c r i p c i ó n d e u n s i s t e m a d e c o l a s 

U n s is tema de colas t i e n e dos c o m p o n e n t e s básicos: la co la y el 
mecan i smo de serv ic io . En la f igura 6.1 se p resen ta un esquema de 
una co la s imple . 

F I G U R A 6.1 
E s q u e m a d e C o l a S i m p l e 

Llegadas 

Cola de 
espera 

Sistema de 
colas 

Servidor 
(mecanismo 
de servicio) 

Pueden ex i s t i r varias con f igu rac iones de colas más comple jas . En la 
f igura 6.2 se e x p o n e n o t r o s t i p o s de con f igurac iones de sistemas 
de colas. 

El p r o c e s o básico en la mayo r ía de los sistemas de colas es el s i 
gu ien te . Los c l ientes que v ienen a p r o c u r a r un d e t e r m i n a d o se rv i 
c i o se generan a t ravés del t i e m p o en una f uen te de en t rada . Estos 
c l ientes e n t r a n d e n t r o del s is tema y se unen a una cola. En un de 
t e r m i n a d o m o m e n t o se se lecc iona u n o de los c l ientes para p o d e r 
p r o p o r c i o n a r l e el se rv i c io en cues t i ón , med ian te lo que se d e n o m i 
na la disciplina de servicio. Esta d isc ip l ina es la que r ige el mecan i smo 
de a tenc ión . U n a vez se lecc ionado el c l ien te , éste es a tend ido p o r 
el mecanismo de servicio. U na vez t e r m i n a d o el serv ic io , el c l ien te 
sale del s is tema. 

En genera l , un s is tema de colas t i e n e una población potencial in f in i ta. 
Es dec i r , que el t a m a ñ o de la co la es m u y p e q u e ñ o respec to al p o 
tenc ia l de usuar ios de l s is tema. Po r e j emp lo , un a m b u l a t o r i o de u r -
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F I G U R A 6 .2 
C o n f i g u r a c i o n e s d e c o l a s 

K3 
Sistema de colas en paralelo 

K) 
Sistema de colas en serie 

K) 
Sistema complejo de colas 

gencias en genera l c u b r e una reg ión c o n pob lac ión g rande c o m p a 
r a d o c o n las posib les urgencias que se puedan generar . A h o r a b ien, 
ex is ten casos en d o n d e la pob lac ión es f in i ta r espec to del t a m a ñ o 
de la cola. Esto puede suceder en la farmacia de un hosp i ta l , en 
d o n d e la pob lac ión po tenc ia l la f o r m a n las en fe rmeras y A T S . En un 
m o m e n t o dado puede f o r m a r s e una co la cons iderab le . C o m o los 
cálculos son m u c h o más senci l los para el caso in f in i to , esta supos i 
c ión se emp lea casi s i empre . 

O t r o f ac to r a t e n e r en cuen ta es el p a t r ó n estadís t ico med ian te el 
cual se generan los c l ientes a t ravés del t i e m p o . La supos ic ión n o r 
mal es que el p r o c e s o se genere s igu iendo un proceso de Poisson, 
que v e r e m o s más adelante en este capí tu lo . Si el p r o c e s o de llega
da es Poisson, el t i e m p o e n t r e cada una de las llegadas sigue una 
distribución exponencial. 

O t r o f ac to r i m p o r t a n t e a t e n e r en cuen ta en un s is tema de colas 
es la «fuga» de algún c l ien te . A l mode l i za r la co la hay que cons ide 
ra r si una pe rsona que lleva d e n t r o de la co la un r a t o , desiste de 
ser a tend ida , cansada de esperar , abandonando la cola. 
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C o m o h e m o s m e n c i o n a d o a n t e r i o r m e n t e , la discip l ina de la co la 
r ige el s is tema de en t rada en el mecan i smo de serv ic io . La mayo r ía 
de los sistemas ut i l iza el m é t o d o «F i rs t In First O u t » , c o n o c i d o 
c o m o FIFO. O t r o s s istemas pueden ser de t i p o a l ea to r i o , o de 
a c u e r d o c o n un s is tema de p r i o r i d a d p r e v i a m e n t e es tab lec ido . 

El mecan i smo de serv ic io cons is te en una o más instalaciones de 
serv ic io , c o n cada una de ellas con u n o o más canales de serv ic ios , 
l lamados servidores. Los c l ientes son a tend idos en es tos se rv ido res . 
El t i e m p o que t r a n s c u r r e desde el in ic io del serv ic io para un c l ien te 
hasta su t e r m i n a c i ó n se l lama el t iempo de servicio (o d u r a c i ó n del 
serv ic io ) . U n m o d e l o de s is tema de colas t i ene que especi f icar la 
d i s t r i buc i ón de p robab i l i dad de los t i e m p o s de serv ic io de cada 
s e r v i d o r (y ta l vez para d is t in tos t i pos de c l ientes) , aunque n o r m a l 
m e n t e se supone la m isma d i s t r i buc i ón para t o d o s los se rv ido res . 
Una vez más, la d i s t r i buc i ón exponenc ia l es la más empleada en los 
t i e m p o s de serv ic io . 

6.2. Objetivos de la gestión de colas 

En los m o d e l o s de colas ex is ten dos ob je t i vos : p o r un lado la m i n i -
m izac ión del t i e m p o de espera y p o r el o t r o la m in im izac ión de los 
costes to ta les de f u n c i o n a m i e n t o del s is tema. Estos ob je t i vos sue
len ser con f l i c t i vos , ya que para r educ i r el t i e m p o de espera se ne
cesi tan p o n e r más recu rsos en el s is tema, c o n el cons igu ien te au 
m e n t o de los costes de p r o d u c c i ó n . En muchos casos el t i e m p o de 
espera es difíci l de d e t e r m i n a r , s o b r e t o d o cuando se t r a t a de un 
s is tema en d o n d e seres humanos están impl icados. En la f igura 6.3 
p o d e m o s v e r la d isyunt iva e n t r e el cos te de espera y el cos te de 
p r o d u c c i ó n . 

F I G U R A 6.3 
C o s t e s d e u n s i s t e m a d e c o l a s 

Costes de espera Costes de producción Costes totales 

Nivel de servicio Nivel de servicio Nivel de servicio 
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Si p u d i é r a m o s sumar ambos cos tes , el cos te t o t a l alcanzaría su mí 
n i m o en el p u n t o H. En este p u n t o el nivel de serv ic io es ó p t i m o . 
Sin e m b a r g o , en m u c h o s casos la o b t e n c i ó n «ob je t i va» de este r e 
su l tado puede ser m u y comp l i cada , ya que , c o m o se ha ind icado 
a n t e r i o r m e n t e , la cuant i f i cac ión del t i e m p o de espera en va lo res 
m o n e t a r i o s puede ser h a r t o comp l i cada y subjet iva. 

Por lo t a n t o , en genera l se i n ten ta l legar a una so luc ión que sea 
« lógica» en f unc ión de los va lo res que a d o p t e n los d i fe ren tes pará
m e t r o s del m o d e l o . En la secc ión s iguiente se examinan estos pará
m e t r o s . 

6.3. Medidas del sistema 

Existen dos t i p o s de medidas para p o d e r va l o ra r un s is tema en 
d o n d e p u e d e n apa rece r colas: medidas «duras» y med idas «b lan 
das». Estas ú l t imas están re lac ionadas con la cal idad del serv ic io . 
Por e j e m p l o , n o es lo m i s m o espera r qu ince m i n u t o s de pie hac ien
d o co la en un a m b u l a t o r i o sin re f r i ge rac ión y p o c o ven t i l ado que 
espera r el m i s m o t i e m p o en una sala de espera c o n butacas c o n 
fo r tab les , revistas, a i re a c o n d i c i o n a d o y música clásica de f o n d o . El 
pac iente va lo ra rá m u c h o más un m i n u t o de espera en el p r i m e r 
caso, ya que rep resen ta un cos te m u c h o más e levado en t é r m i n o s 
de c o n f o r t . En o t r a s palabras, segu ramen te un m i n u t o de co la en el 
a m b u l a t o r i o equiva le a m u c h o s m i n u t o s de espera en la sala de es
pera c o n f o r t a b l e . La ges t ión cuant i ta t i va de las colas n o se o c u p a 
de es tos aspectos cua l i ta t ivos (que n o p o r e l lo dejan de ser i m p o r 
tan tes ) , s ino que da va lo res a una ser ie de medidas «fr ías» o « d u 
ras». Las medidas duras más ut i l izadas en los m o d e l o s de ges t i ón 
de colas y su n o t a c i ó n es tándar son las s iguientes: 

• N ú m e r o m e d i o de personas en la co la , X 
• N ú m e r o m e d i o de personas en el s is tema, \ i 
• T i e m p o m e d i o de espera en la co la , W q 
• T i e m p o m e d i o de estancia en el s is tema, W s 
• N ú m e r o m e d i o de personas en la cola, Lq 
• N ú m e r o m e d i o de personas en el s is tema, W s 
• Po rcen ta je de o c u p a c i ó n de los se rv ido res , Pw 
• Probab i l i dad de que hayan x personas en el s is tema, Px 

En los s iguientes apar tados i r e m o s e x a m i n a n d o es tos c o n c e p t o s . 
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6.4. Un sistema de colas elemental: tasa de llegada 
y de servicio constantes 

Supongamos que t e n e m o s un s is tema en d o n d e t a n t o la tasa de l le
gada (en personas p o r un idad de t i e m p o ) c o m o el t i e m p o de se rv i 
c io son cons tan tes . En este caso, p o d e m o s t e n e r las t r e s s i tuac io 
nes s iguientes: 

6.4.1. No h a y c o l a , t i e m p o o c i o s o d e l s e r v i d o r 

Supongamos que tenemos un sistema en donde cada seis minutos, 
exactamente, llega una persona a un ambulator io . O , en otras palabras, 
la tasa de llegada es exactamente de 10 personas p o r hora. Suponga
mos que la tasa de servicio del méd ico (del serv idor en té rminos técn i 
cos) es de 12 personas p o r hora s iempre, ni una más ni una menos. En 
esta situación nunca se fo rmará una cola porque el serv idor puede ma
nejar perfectamente las llegadas. Incluso ya sabemos que el serv idor es
tará oc ioso un 16,6 % de su t i empo , ya que las llegadas necesitan única
mente de 10/12, o 83,33 % de la capacidad de servicio. 

6.4.2. No h a y c o l a n i t i e m p o o c i o s o d e l s e r v i d o r 

Siguiendo el e j e m p l o a n t e r i o r , supongamos que la tasa de se rv i c io 
pasa a ser igual a 10 personas p o r h o r a , es dec i r , e x a c t a m e n t e igual 
qué la tasa de llegada. En esta s i tuac ión es impos ib le que se f o r m e 
una co la, p e r o p o r o t r o lado el s e r v i d o r es tará o c u p a d o 100 % de 
su t i e m p o y t raba ja rá a p lena capacidad. 

6.4.3. F o r m a c i ó n d e c o l a y s in t i e m p o o c i o s o e n e l s e r v i d o r 

A h o r a supongamos que la tasa de servicio pasa a ser igual a ocho per
sonas p o r hora, mientras que siguen llegando pacientes cada seis m inu
tos exactamente. En esta situación se fo rmará una cola que irá crecien
do , ya que el serv idor no puede absorber t oda la demanda de servicio y 
los pacientes se irán acumulando. La cola de llegadas no servidas inme
diatamente irá crec iendo a una tasa de 2 personas p o r hora, es decir, el 
exceso de llegadas par t ido p o r las personas servidas. Por ejemplo, al 
cabo de ocho horas, tendr íamos 16 personas en la cola. 

El h e c h o de que hayamos a s u m i d o unas tasas de llegada y de se rv i 
c io cons tan tes hasta a h o r a faci l i ta los cálculos para o b t e n e r i n f o r 
mac ión s o b r e el s is tema. Pe ro la s i tuac ión se comp l i ca si nos t ras la 
damos a la s i tuac ión más real ista, en d o n d e las tasas de llegada y de 
serv ic io no son cons tan tes , s ino que siguen una d e t e r m i n a d a d i s t r i 
buc ión probab i l ís t ica . Po r e j e m p l o , si las llegadas y los t i e m p o s de 
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serv ic io estuv iesen d i s t r i bu idos a l ea to r i amen te a lo largo de la j o r 
nada, aunque la capacidad de los se rv ido res sea suf ic iente para ab
s o r b e r la demanda , puede pasar que un g r u p o de pacientes l legue 
en b loque y f o r m e n d u r a n t e un t i e m p o una co la. Y, p o r o t r o lado, 
si du ran te un t i e m p o n o llegan más pac ientes, la co la puede ser r e 
duc ida p o r el mecan i smo de serv ic io . En las siguientes secciones 
e x a m i n a r e m o s algunos de estos casos. 

6.5. Las distribuciones de Poisson y exponencial 

6.5.1. L a d is t r ibución d e P o i s s o n 

Esta d is t r ibuc ión es muy f recuente en los prob lemas relacionados con 
la investigación operat iva, sobre t o d o en el área de la gest ión de colas. 
Suele describir , p o r e jemplo, la llegada de pacientes a un ambu la to r io , 
las llamadas a una central i ta telefónica, la llegada de coches a un túne l 
de lavado, el n ú m e r o de accidentes en un cruce, etc. T o d o s estos 
e jemplos t ienen un pun to en c o m ú n : t o d o s ellos pueden ser descr i tos 
p o r una variable aleator ia discreta que t iene valores no-negat ivos en
te ros (0,1,2,3,4...). El n ú m e r o de pacientes que llegan al ambu la to r io 
en un intervalo de quince m inu tos puede ser igual a 0, 1,2, 3... 

Sigamos c o n el e j e m p l o del a m b u l a t o r i o . La llegada de pacientes se 
puede ca rac te r i za r de la f o r m a s iguiente: 

1. El n ú m e r o m e d i o de llegadas de los pacientes para cada i n te r 
va lo de qu ince m i n u t o s puede ser o b t e n i d o a t ravés de da tos 
h i s tó r i cos . 

2. Si d iv id imos el in tervalo de quince minu tos en intervalos m u c h o 
más pequeños (po r e jemplo , un segundo), podemos af i rmar que: 

2 . 1 . La probabi l idad de que exactamente un único paciente lle
gue al ambu la to r io p o r segundo t iene un va lor muy reduc i 
d o y es constante para cada intervalo de un segundo. 

2.2. La p robab i l i dad de que dos o más pacientes l leguen d e n 
t r o del i n te rva lo de un segundo es tan pequeña que p o 
d e m o s dec i r que es igual a 0. 

2.3. El n ú m e r o de pacientes que llegan d u r a n t e el i n te rva lo 
de un segundo es i ndepend ien te de d ó n d e se s i túa este 
i n te rva lo d e n t r o del p e r í o d o de qu ince m i n u t o s . 

2.4. El n ú m e r o de pacientes que llegan en un in te rva lo de un 
segundo n o depende de las llegadas que han suced ido en 
o t r o i n te rva lo de un segundo. 
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Si al anal izar un p r o c e s o de llegada éste cump le estas cond ic iones , 
p o d e m o s a f i rmar que su d i s t r i buc ión es de Poisson. 

La f ó r m u l a para o b t e n e r la p robab i l i dad de que un e v e n t o o c u r r a 
(que l leguen t r e s pacientes, p o r e j e m p l o ) es la s iguiente: 

P(x) = ^ 

En d o n d e x rep resen ta el n ú m e r o de llegadas, X la tasa med ia de 
llegadas y P(x) la p robab i l i dad de que el n ú m e r o de llegadas sea 
igual a x . 

6 . 5 . 2 . L a d is t r ibución e x p o n e n c i a l 

Mient ras que la d is t r ibuc ión de Poisson descr ibe las llegadas p o r un i 
dad de t i e m p o , la d is t r ibuc ión exponenc ia l estudia el t i e m p o en t re 
cada una de estas llegadas. Si las llegadas son de Poisson, el t i e m p o 
e n t r e ellas es exponenc ia l . Mient ras que la d is t r i buc ión de Poisson 
es d iscreta, la d is t r ibuc ión exponenc ia l es cont inua, p o r q u e el t i e m 
po e n t r e llegadas no t iene p o r qué ser un n ú m e r o e n t e r o . 

Esta d i s t r i b u c i ó n se ut i l iza m u c h o para desc r ib i r el t i e m p o e n t r e 
even tos , más especí f icamente , la var iab le a lea tor ia que rep resen ta 
el t i e m p o necesar io para se rv i r a la llegada. E jemplos t íp icos de 
esta s i tuac ión son el t i e m p o que un m é d i c o ded ica a una e x p l o r a 
c i ó n , el t i e m p o de serv i r una med ic ina en una fa rmac ia , o el t i e m p o 
de a t e n d e r a una urgenc ia . 

El uso de la d is t r ibuc ión exponencial supone que los t i empos de servi 
c io son aleator ios, es decir , que un t i e m p o de serv ic io de te rm inado 
no depende de o t r o servic io realizado an te r i o rmen te , ni de la posible 
cola que pueda estar fo rmándose . O t r a característ ica de este t i p o de 
dist r ibuciones es que no t ienen «edad», o en ot ras palabras, « m e m o 
ria». Por e jemplo , supongamos que el t i e m p o de atención de un pa
ciente en una sala qui rúrg ica sigue una d is t r ibuc ión exponencia l . Si el 
paciente ya lleva c inco horas siendo operado , la probabi l idad de que 
esté una hora más es la misma que si hubiera estado dos horas, o diez 
horas o las que sea. Esto es deb ido a que la d is t r ibuc ión exponencial 
supone que los t i empos de servicio t ienen una gran variabi l idad. A lo 
m e j o r el p r ó x i m o paciente ope rado tarda una hora po rque su cirugía 
era m u c h o más simple que la del an ter io r . 

La func ión de densidad de la d is t r ibuc ión exponenc ia l es la siguiente: 

p ( t ) = ^ 
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En d o n d e t r ep resen ta el t i e m p o de serv ic io y |X la tasa med ia de 
serv ic io (pac ientes serv idos p o r un idad de t i e m p o ) . La dens idad 
exponenc ia l se p resen ta en la f igura 6.4. En genera l nos in te resará 
e n c o n t r a r P(T < t ) , la p robab i l i dad de que el t i e m p o de serv ic io T 
sea i n f e r i o r o igual a un v a l o r especí f ico t . Este v a l o r es igual al área 
p o r deba jo de la f unc ión de dens idad. 

F I G U R A 6.4 
D i s t r i b u c i ó n e x p o n e n c i a l 

Si, p o r e j e m p l o , q u e r e m o s saber cuál es la p robab i l i dad de que el 
t i e m p o de serv ic io sea de dos o menos horas c u a n d o el t i e m p o 
m e d i o es de t r e s horas (una tasa de serv ic io de 1/3), p o d e m o s apl i 
car la f ó r m u l a s igu iente: 

P(T < t ) = I - e-ut 

En es te caso, P(T < 2) = 0 ,486, casi un 50 % de p robab i l i dad . 

6 . 6 . M o d e l o d e c o l a s s i m p l e : l l e g a d a s e n P o i s s o n 
y t i e m p o s d e s e r v i c i o e x p o n e n c í a l m e n t e 
d i s t r i b u i d o s 

El m o d e l o que p r e s e n t a r e m o s a c o n t i n u a c i ó n t i ene que c u m p l i r las 
cond i c i ones s iguientes: 

1. El n ú m e r o de llegadas p o r un idad de t i e m p o sigue una d i s t r i b u 
c i ón de Poisson. 

2. Los t i e m p o s de serv ic io siguen una d i s t r i b u c i ó n exponenc ia l . 

3. La d isc ip l ina de la co la es de t i p o FIFO. 

4 . La pob lac ión po tenc ia l es inf in i ta. 
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5. Existe un ún i co canal de serv ic io . 
6. La tasa media de llegadas es m e n o r que la tasa media del servic io. 
7. El t a m a ñ o po tenc ia l de la co la es in f in i to . 

Si estas cond i c i ones se c u m p l e n y si c o n o c e m o s la tasa med ia de 
llegada X, y la tasa med ia de se rv i c io | i , las ecuac iones para o b t e n e r 
va lo res de las med idas descr i tas a n t e r i o r m e n t e son : 

• N ú m e r o m e d i o en la co la: 

L = — — — -
| i H- -

• N ú m e r o m e d i o en el s is tema: 

• T i e m p o m e d i o de espera en la co la: 

w q = 
| i | i - A. 

• T i e m p o m e d i o en el s is tema: 

I 
VV = 

[ L - X 

• Fac to r de u t i l i zac ión : 

Un ejemplo 
C o n s i d e r e m o s el caso de un gran l a b o r a t o r i o f a r m a c é u t i c o que 
t i ene en su a lmacén un ú n i c o es tac i onam ien to de carga que s i rve a 
t odas las farmacias de una r e g i ó n , y ex is te un ún i co t r a b a j a d o r para 
buscar los m e d i c a m e n t o s del p e d i d o de cada f u r g o n e t a y cargar los 
en ella. Se o b s e r v a que de vez en cuando las fu rgone tas de t r a n s 
p o r t e se acumu lan en el e s t a c i o n a m i e n t o f o r m a n d o co la, y de vez 
en c u a n d o el t r a b a j a d o r está o c i o s o . Después de un es tud io de l sis
t e m a o b s e r v a m o s que éste c u m p l e las cond i c i ones expuestas an te 
r i o r m e n t e . Después de e x a m i n a r las llegadas de las camione tas d u -
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ran te varias semanas, se d e t e r m i n a que la tasa med ia de llegada es 
de c u a t r o camione tas p o r h o r a , y que la tasa de serv ic io es de 6 ca
m ione tas p o r ho ra . Los ges to res del a lmacén están c o n s i d e r a n d o 
el añadi r un t r a b a j a d o r ad ic iona l , o inc luso dos de e l los, para au
m e n t a r la tasa de serv ic io . El p r o b l e m a cons is te en evaluar estas 
opc iones d i fe ren tes . 

Si se añade un t r aba jado r , el s is tema seguirá s iendo de co la s imp le , 
p o r q u e una única cam ione ta puede cargarse a la vez. Si usamos dos 
t raba jado res , la tasa de serv ic io será igual a 12. Si u t i l i zamos t r e s 
t raba jado res , la tasa de serv ic io será igual a 18. 

En el c u a d r o 6.1 se han u t i l i zado las ecuac iones expuestas a n t e r i o r 
m e n t e para o b t e n e r las medidas de ef ic iencia del s is tema. H e m o s 
supues to que la capacidad de t r aba jo es p r o p o r c i o n a l al n ú m e r o de 
t raba jado res . 

C U A D R O 6.1 
R e s u l t a d o s d e l m o d e l o s i m p l e d e c o l a s 

Trabajadores 

N ú m e r o medio de camionetas en la cola Lq 
N ú m e r o medio de camionetas en el sistema Ls 
T iempo medio de la camioneta en cola W q 
T iempo medio de la camioneta en el sistema W s 
Ocupación del servicio Pw 

1,333 
2,000 
0,333 
0,500 
0,667 

0,167 
0,500 
0,042 
0,125 
0,333 

0,063 
0,286 
0,016 
0,071 
0,222 

Supongamos que los cos tes de o p e r a c i ó n de cada cam ione ta p o r 
h o r a son de 2.000 ptas y los t raba jado res c o b r a n 1.800 ptas p o r 
h o r a de t r aba jo y que és tos t raba jan 8 horas al día. En el c u a d r o 6.2 
se p resen tan los cos tes asoc iados. A l i n t e r p r e t a r los t i e m p o s , hay 
que i r c o n cu idado , ya que éstos están en f racc iones de ho ra . 

C U A D R O 6.2 
C o s t e s d e o p e r a c i ó n d e l s i s t e m a 

Trabajadores 
Coste de 

camioneta 
por día 

Coste de mano 
de obra por día 

Coste total 
por día 

320.000 

80.000 

46.000 

144.000 

288.000 

432.000 

464.000 

368.000 

478.000 
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Los ges to res t end r ían que añadi r un nuevo t r a b a j a d o r al s is tema, 
ya que es to r ep resen ta rá una r e d u c c i ó n de los costes to ta les o p e -
rac ionales, aunque el f a c t o r de u t i l i zac ión pasará a ser de 33 %. Es 
dec i r , que los dos t raba jadores t e n d r á n 5 horas y 20 m i n u t o s para 
ded icarse a o t ras tareas d e n t r o del l a b o r a t o r i o f a rmacéu t i co . 

Extens/on del modelo simple a colas con capacidad l imitada 
Existen casos en los que el s is tema (co la más serv ic io ) t i e n e una 
c ie r ta capacidad. Si un c l ien te llega cuando hay M o más personas 
en el s is tema, el c l ien te se va i nmed ia tamen te y n o vue lve . Este t i p o 
de m o d e l o es ca rac te r í s t i co de los p rob lemas de colas que se pue 
den e n c o n t r a r en algunos serv ic ios . Por e j emp lo , un res tau ran te 
c o n un es tac ionam ien to l im i tado . En este caso, las ecuac iones del 
m o d e l o son : 

• Probab i l i dad de 0 personas en el s is tema: 

• Fac to r de u t i l i zac ión : 

Pw = I - Po 

• P r o p o r c i ó n de c l ientes pe rd idos p o r q u e el s is tema está l leno : 

p m = y \ i M Po 

• N ú m e r o m e d i o en el s is tema: 

Ls = 

• N ú m e r o m e d i o en la co la : 

I - V l ^ 

q b 

• T i e m p o m e d i o de espera en el s is tema: 
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• T i e m p o m e d i o en la co la : 

W q = W S -

6.7. Modelo múltiple de colas: llegadas en Poisson 
y tiempos de servicio exponencialmente 
distribuidos 

En m u c h o s casos p o d e m o s t e n e r s i tuac iones en d o n d e ex is te más 
de un s e r v i d o r en el s is tema. A med ida que van l legando los c l i en 
tes , los se rv ido res se van o c u p a n d o y cada vez que u n o de e l los 
acaba su serv ic io , el p r i m e r o de la co la lo vue lve a ocupa r . El s is te
ma está r e p r e s e n t a d o en la f igura 6.5. 

F I G U R A 6.6 
S i s t e m a m ú l t i p l e d e c o l a s 

rO 

En este t i p o de m o d e l o s la tasa de llegada s i e m p r e t i e n e que ser i n 
f e r i o r a la tasa agregada de serv ic io , que n o es más que la tasa de 
serv ic io ind iv idual mu l t ip l i cada p o r el n ú m e r o de canales. En es te 
m o d e l o se supone , además de las cond i c i ones expuestas a n t e r i o r 
m e n t e , que la tasa ind iv idual de cada canal es la m isma . Las e x p r e 
s iones matemát i cas para la o b t e n c i ó n de las med idas de ef ic iencia 
del s is tema d e p e n d e n de Po, que es la p robab i l i dad de que n o haya 
nadie en el s is tema (co la más se rv ic io ) . En el d i sque te (a rch ivo c o -
las.xls) se pueden calcular los va lo res de Po. Los va lo res de las m e 
didas de ef ic iencia son f unc ión de Po y se o b t i e n e n a p a r t i r de las s i 
gu ientes f ó rmu las : 

• Fac to r de u t i l i zac ión : 

P., = 
k! 

k j i 
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• N ú m e r o m e d i o en el s is tema: 

L X \ i l / \ i k p + X 

s k - W k ^ - X 1 0 \ i 

• N ú m e r o m e d i o en la co la: 

L = L 

• T i e m p o m e d i o de espera en el s is tema: 

X 

• T i e m p o m e d i o en la co la : 

q X 

T e n e m o s q u e t e n e r p r e s e n t e que en estas ecuac iones | i r e p r e 
senta la tasa de s e r v i c i o p o r canal . En el d i sque te a d j u n t o ( a r c h i v o 
colas.x ls) se p u e d e n ca lcu lar es tos va lo res t a n t o para s is temas 
mú l t i p l es de co las c o n capac idad in f in i ta c o m o c o n capac idad l i m i 
tada. 

Un ejemplo 
El a m b u l a t o r i o de una reg ión t i ene dos méd i cos de cabecera que 
a t ienden a los pac ientes que van l legando. En genera l , los pac ientes 
t i enen que espera r a ser a tend idos y la gerenc ia está es tud iando la 
pos ib i l idad de c o n t r a t a r un n u e v o m é d i c o para a l igerar el s is tema. 
C o m o es m u y difíci l es t ima r en t é r m i n o s m o n e t a r i o s el cos te de 
espera de los pac ientes, la gerenc ia real izará la nueva c o n t r a t a c i ó n 
si se cons igue r e d u c i r los t i e m p o s to ta les del se rv ic io (espera más 
a tenc ión ) a la m i t a d . Después de o b s e r v a r y r e c o g e r da tos s o b r e 
las llegadas y s o b r e el t i e m p o de serv ic io , la gerenc ia calcula que en 
med ia llegan o c h o pac ientes p o r h o r a , y que cada u n o de los m é d i 
cos puede a t e n d e r c inco pac ientes p o r ho ra . 

En el c u a d r o 6.3 se p resen tan los resu l tados después de apl icar las 
f ó rmu las del m o d e l o c o n dos y t r e s méd i cos . 



Gestión de colas 135 

C U A D R O 6.3 
R e s u l t a d o s d e l m o d e l o m ú l t i p l e d e c o l a s 

Probabilidad de que todos los médicos estén libres 
Probabilidad de que todos los médicos estén ocupados 
N ú m e r o medio de pacientes en el sistema 
N ú m e r o medio de pacientes en cola 
T iempo medio de un paciente en el sistema 
T iempo medio de un paciente en cola 

Po 

k 
W „ 

Médicos 

0,1 I i 
0,710 
4,442 
2,842 
0,555 
0,355 

0,190 
0,278 
1,918 
0,318 
0,240 
0,040 

En el cuad ro p o d e m o s observa r que, si añadimos un méd i co ad ic io
nal, el t i e m p o de espera de cada paciente en el s istema pasa de 0,555 
horas a 0,240 horas. Por lo t a n t o , el ob je t i vo de la gerencia se c u m 
ple al añadir un nuevo méd ico . Tamb ién se puede observar que con 
t res méd icos el t i e m p o de espera en la cola es insignif icante. 

6.8. Limitaciones de los modelos de gestión 
de colas 

Los dos m o d e l o s que h e m o s p resen tado en este capí tu lo son los 
más c o m u n e s cuando se t r a t a de sistemas en d o n d e están impl ica
dos seres humanos . Sin e m b a r g o , pueden ex is t i r casos en d o n d e la 
pob lac ión po tenc ia l del s is tema es f in i ta, la co la de la discipl ina no 
es F IFO, la tasa de serv ic io depende de las personas en la co la , y las 
d i s t r i buc iones de las llegadas no son de Poisson. En estos casos es
t o s m o d e l o s son inserv ib les. 

Las d i s t r i buc iones juegan un papel esencial en estos m o d e l o s . Los 
sistemas en d o n d e las var iac iones de las llegadas en d i fe ren tes h o 
ra r ios son m u y grandes n o pueden ser examinados c o n las f o r m u 
laciones presentadas. C u a n d o t e n e m o s sistemas más comp le j os se 
ut i l iza la s imu lac ión c o m o m é t o d o de análisis. En la s igu iente sec
c ión s imu la remos un s is tema de colas. 

6.9. Ejemplo de simulación de un sistema de colas 

La farmacia de un hospi ta l t i ene dos personas para a tender a 10 en 
fe rmeras que v ienen a buscar med icamentos para los pacientes. La 
gerencia observa que de vez en cuando se f o r m a n colas para r e c o 
ger las medic inas y que el serv ic io resul ta un t a n t o inef ic iente. Por 
o t r o lado, la pob lac ión potenc ia l es bastante reduc ida y n o puede 
cons iderarse c o m o inf inita. Po r o t r o lado, la d is t r ibuc ión del núme-
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r o de llegadas n o es Poisson ni el t i e m p o de serv ic io exponenc ia l . 
Por lo t a n t o , n o se puede apl icar el m o d e l o mú l t ip le de gest ión de 
colas. 

6 . 9 . 1 . R e c o g i d a d e d a t o s 

La gerenc ia o b s e r v ó el f u n c i o n a m i e n t o de la fa rmac ia d u r a n t e pe
r í odos de una h o r a d i s t r i bu idos a lo largo de un mes. Estos p e r í o 
dos de una h o r a f u e r o n a lea to r i amen te escog idos d u r a n t e el día 
para o b t e n e r una m u e s t r a rep resen ta t i va de la ac t iv idad. 

C U A D R O 6 .4 
R e s u l t a d o s d e l a m u e s t r a 

Duración del tiempo 
de servicio (minutos) 

Número de 
Observaciones 

8 
9 

10 
I I 

15 
30 
45 
60 

Tota l de llegadas 150 

Los resu l tados de la obse rvac ión se m u e s t r a n en el c u a d r o 6.4. 

A d e m á s , la gerenc ia d iv id ió el t i e m p o de observac ión en in terva los 
de c inco m inu tos y a n o t ó las llegadas de en fe rmeras que l legaron 
du ran te estos in tervalos. Se o b s e r v ó que en p r o m e d i o llegaba una 
en fe rmera cada c inco m inu tos . A l final del p e r í o d o de observac ión , 
la gerenc ia p resen tó los resul tados ob ten idos de la siguiente f o r m a : 

• D i s t r i b u c i ó n p o r c e n t u a l de los t i e m p o s de serv ic io : 

15/150 = 10 % (8 m in ) 
30 /150 = 20 % (9 m in ) 
4 5 / 1 5 0 = 30 % (10 m in ) 
6 0 / 1 5 0 = 4 0 % ( I I m in ) 

Med ia p o n d e r a d a de los t i e m p o s de serv ic io : 

10 % x 8 m i n = 
20 % x 9 m i n = 
30 % x 10 m i n = 
4 0 % x I I m i n = 

0,8 m i n 
1,8 m i n 
3,0 m i n 
4 ,4 m i n 

T i e m p o m e d i o de serv ic io : 10,0 m i n 
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C o n esta i n f o r m a c i ó n , la gerenc ia p u d o e m p e z a r a real izar la s imu
lación c o n la ayuda de n ú m e r o s a lea to r ios (ve r a n e x o 2 ) . 

6 . 9 . 2 . S i m u l a c i ó n de l l e g a d a s 

En p r i m e r lugar la gerenc ia s imula las llegadas de las en fe rme ras a la 
fa rmac ia . Esta sabe que las llegadas son a leator ias , aunque en p r o 
m e d i o llega una cada c inco m i n u t o s . C o m o los n ú m e r o s a lea to r i os 
t i enen 10 dígi tos (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9), la gerenc ia escoge (a lea tor ia 
m e n t e ) el 7 c o m o r e p r e s e n t a t i v o de una l legada. Si c o g e m o s al azar 
un n ú m e r o de la tab la , la can t idad de sietes que con tenga el n ú m e 
r o ind icará la can t idad de llegadas en un i n te r va lo de 5 m i n u t o s . La 
gerenc ia s imula las llegadas a la fa rmac ia d u r a n t e 24 p e r í o d o s de 
c inco m i n u t o s . Qu izás no sea una cant idad m u y rep resen ta t i va en 
este caso, p e r o para e fec tos de exp l i cac ión de la s imu lac ión es suf i 
c ien te . En un caso real s imu la r íamos el s is tema c o n m u c h o s más 
p e r í o d o s , p e r o la mecán ica seguir ía s iendo la m isma. 

Para i l us t ra r el p r o c e d i m i e n t o de s imu lac ión de l legadas, h e m o s es
cog ido los 12 p r i m e r o s n ú m e r o s a lea to r ios del apénd ice 2 ( p o r c o 
lumna) y c o n t a d o las veces que sale el n ú m e r o 7. 

1239650125 0 
I 3 7 0 9 3 7 8 5 9 2 
0 9 2 6 5 6 1 9 3 8 0 
1639438732 I 

6 7 4 9 2 8 1 7 6 9 
8 9 1 2 3 4 9 4 9 5 
9 1 7 2 6 7 4 9 2 8 
9 9 1 6 2 5 3 7 6 4 

0 1 7 8 7 8 0 3 3 7 
9 1 2 8 3 7 4 4 5 2 
4 4 1 2 7 7 3 9 3 4 
0 1 1 2 3 7 8 5 4 9 

En el c u a d r o 6.5 se m u e s t r a n los resu l tados para los 24 p e r í o d o s . 

C U A D R O 6.5 
S i m u l a c i ó n d e l n ú m e r o d e l l e g a d a s e n c a d a i n t e r v a l o 

Período 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
I I 
12 

Cantidad de 
llegadas 

0 
2 
0 
I 
2 
0 
2 
0 
3 
I 
2 
I 

Período 

13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
2 ! 
22 
23 
24 

Cantidad de 
llegadas 

0 
0 
I 
4 
I 
I 
I 
0 
0 
I 
0 
2 
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6 . 9 . 3 . S i m u l a c i ó n d e ¡os t i e m p o s de serv ic io 

Después de o b t e n e r los resu l tados de la s imulac ión de las llegadas, 
la gerenc ia t i ene que real izar la s imu lac ión de los t i e m p o s de serv i 
c io . R e c o r d e m o s la d i s t r i buc ión de los t i e m p o s de serv ic ios obse r 
vada a n t e r i o r m e n t e : 

Minutos Porcentaje 

10 

2 0 

3 0 

4 0 

C o m o segu imos u t i l i zando los n ú m e r o s a lea to r ios de 10 dígi tos, 
c o n s i d e r a r e m o s que el 0 rep resen ta un t i e m p o de serv ic io de 8 m i 
nu tos , el I y el 2 un t i e m p o de 9 m i n u t o s , el 3, 4 y el 5 un t i e m p o 
de 10 m i n u t o s , y el 6, 7, 8 y 9 un t i e m p o de I I m i n u t o s . D e esta 
f o r m a p o d e m o s r e p r e s e n t a r exac tamen te la p robab i l i dad de los 
t i e m p o s de llegada. Por e j e m p l o , o b s e r v a m o s en el c u a d r o 7.5 que 
en el segundo p e r í o d o h u b i e r o n dos llegadas al se rv ic io . Para s i m u 
lar el t i e m p o de serv ic io , escogemos la ú l t ima fi la de n ú m e r o s alea
t o r i o s de la tab la c o m e n z a n d o p o r la izqu ierda. El p r i m e r n ú m e r o 
es 9 y el segundo 8. Esto qu ie re dec i r que la p r i m e r a y la segunda 
llegada t e n d r á n asociadas un t i e m p o de a tenc ión de I I m i n u t o s . 
Este p r o c e s o se rep i t e para t o d o s los pe r íodos en los que hay l le
gadas. El resu l t ado se p resen ta en el c u a d r o 6.6. 

6 .9 .4 . S i m u l a c i ó n c o n j u n t a d e l s i s t e m a 

A h o r a ya p o d e m o s s imu la r el s is tema. El o b j e t i v o de la gerenc ia es 
e n c o n t r a r el n ú m e r o ó p t i m o de t raba jadores en la fa rmac ia de f o r 
ma a m in im i za r el cos te t o t a l del serv ic io . Se cons ide ra que el s iste
ma es F IFO, es dec i r , p r i m e r o en llegar, p r i m e r o en ser a tend ido . 
A h o r a se t i e n e n que def in i r los c r i t e r i os de cada llegada d e n t r o de 
cada p e r í o d o . Se def inen los c r i t e r i o s s iguientes: 

1. Si en un p e r í o d o llega una única e n f e r m e r a , ésta lo hará al p r i n 
c ip io del p e r í o d o . 

2. Si en un p e r í o d o llegan 2 en fe rmeras , la p r i m e r a lo hace al 
p r i nc i p i o y la segunda en el t e r c e r m i n u t o . 

3. Si en un p e r í o d o llegan 3 en fe rmeras , la p r i m e r a llega al p r i nc i 
p io , la segunda en el m i n u t o 3 y la t e r c e r a en el m i n u t o 5. 

4 . Si en un p e r í o d o llegan 4 en fe rmeras , se asume que llegan en 
los m i n u t o s 2, 3, 4 y 5, respec t i vamen te . 
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C U A D R O 6.6 
R e s u l t a d o s d e l a s i m u l a c i ó n d e los t i e m p o s d e s e r v i c i o 

Número 
de período 

Número de 
Llegadas Tiempo de servicio de cada una 

I 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
I i 
12 
13 
14 
15 

16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 

( I ) I I min , (2) I I min 

(3) 10 min 
(4) I I min, (5) 10 min 

(6) 9 min, (7) 10 min 

(8) 10 min, (9) 10 min, (10) I I min 
( 1 1 ) 1 ! min 

(12) 10 min, (13) 8 min 
(14) I I min 

(15) I I min 
(16) 10 min, (17) I I min , (18) I I min , 

(19) I I min 
(20) 9 min 
(21) 8 min 

(22) I I min 

(23) I I min 

(24) 9 min, (25) I I min 

En la figura 7.4 se presenta el pa t r ón de llegadas de los 24 per íodos . 

Cada l legada v iene indicada p o r un c u a d r o c o n t e n i e n d o su c o r r e s 
p o n d i e n t e n ú m e r o de o r d e n , y enc ima del r e c u a d r o se indica el 
t i e m p o de espera c o r r e s p o n d i e n t e . Por e j e m p l o , si e x a m i n a m o s el 
p e r í o d o e n t r e las 10:15 y las 10:20, v e m o s que se p r o d u c e n 5 llega
das (de la 16 a la 20 ) , y, c o m o v e r e m o s más ade lante , segu ramen te 
se p r o d u c i r á una co la cons iderab le . El c o m p o r t a m i e n t o del s is tema 
s imu lado c o n dos t raba jado res a t e n d i e n d o a los c l ientes (nivel de 
conges t i ón , personas en co la , du rac ión del t i e m p o de espera) pue 
de rep resen ta r se ta l c o m o se m u e s t r a en la f igura 7.5. En la f igu
ra 3.6 se r e p r e s e n t a la s imu lac ión con t r e s t r aba jado res . Si se c o m 
paran las dos f iguras, v i sua lmen te se puede obse rva r que el t i e m p o 
de espera se r e d u c e cons ide rab lemen te . 

Si se examina desde un p u n t o de vista e c o n ó m i c o , c o n dos t raba ja 
d o r e s a t e n d i e n d o a las en fe rmeras , éstas esperarán un t o t a l de 213 
m i n u t o s , un t i e m p o m e d i o de espera igual a 8,52 m i n u t o s . Para o b 
t e n e r un va lo r m o n e t a r i o del t i e m p o de espera, la gerenc ia cons i 
de ra que el cos te p o r h o r a de cada t r a b a j a d o r es igual a 7 e u r o s y 
el cos te de cada e n f e r m e r a es de 12 eu ros . Si r e c o r d a m o s que el 
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t i e m p o m e d i o e n t r e cada l legada e ra de 5 m i n u t o s , en med ia las e n 
f e r m e r a s real izarán 96 viajes p o r día (8 horas diarias p o r 12 viajes 
p o r ho ra ) . Y si el t i e m p o m e d i o de espera es de 8,52 m i n u t o s p o r 
v ia je, el t i e m p o t o t a l de espera es igual a 817,9 m i n u t o s (13,63 h o 
ras perd idas) , lo que r e p r e s e n t a un cos te t o t a l de espera de 163,56 
eu ros . Si añad imos el cos te de los dos t raba jado res (112 e u r o s ) , el 
cos te d ia r i o t o t a l es igual a 275 ,56 eu ros . 

Si rea l izamos el m i s m o e je rc i c io , p e r o m o d i f i c a n d o el n ú m e r o de 
t raba jado res a t e n d i e n d o a las en fe rme ras ( f igura 7.6), el t i e m p o t o 
ta l de espera es igual a 4 7 m i n u t o s , o 1,88 m i n u t o s de espera p o r 
l legada. Si t e n e m o s 96 llegadas p o r día, el t i e m p o t o t a l p e r d i d o es 
igual a 180,48 m i n u t o s (3 horas diar ias) . El cos te de la espera es 
igual a 36 e u r o s y el sue ldo de los t raba jado res igual a 168 e u r o s , lo 
que da un cos te t o t a l igual a 2 0 4 eu ros . Po r lo t a n t o , la o p e r a c i ó n 
c o n t r e s t r aba jado res parece ser más ef ic ien te en t é r m i n o s m o n e 
ta r i os . ¿Qué pasaría si c o n t r a t á r a m o s un c u a r t o t r a b a j a d o r que e l i 
minar ía c o m p l e t a m e n t e el t i e m p o de espera de las enfermeras? En 
este caso el ún i co cos te sería el sue ldo de los t raba jado res , que se
ría igual a 224 e u r o s , s u p e r i o r al cos te c o n t r e s t r aba jado res . 
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F I G U R A 6.6 
R e p r e s e n t a c i ó n d e l as l l e g a d a s 

9:00 

10 

3 

9:05 

i I 

4 

9:10 9:15 

9:20 9:25 

10 

9:30 

9:30 

I I 

I I 

9:35 

10 

12 

9:40 

11 

4 

9:45 

9:45 9:50 9:55 

I I 

15 

10:00 

10:00 10:05 

10 11 I I I I 9 

16 17 18 19 20 

10:15 

I I 

22 

10:30 

I I 

23 

10:45 

10:20 

10:35 

10:50 

10:10 

I I 

21 

10:25 

10:40 

I I 

24 

10:55 

I I 

25 

10:15 

10:30 

10:45 

11:00 
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F I G U R A 6 .7 
O p e r a c i ó n d e l a f a r m a c i a c o n d o s t r a b a j a d o r e s 

M • Duración del servicio Tiempo de espera LO Llegada 

9:15 M F 

1 - , J | | ; o o : 
13 IS 17 19 14 16 18 20 22 24 

F I G U R A 6.8 
O p e r a c i ó n d e l a f a r m a c i a c o n d o s t r a b a j a d o r e s 

- • Duración del servicio Tiempo de espera [X¡ Llegada 

9; 15 i - i r m 

41 

• 

• 
3 5 7 13 15 V7 19 14 16 18 20 22 24 
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6 . 1 0 . P r o b l e m a s 

6 . 1 . En un a m b u l a t o r i o se rec iben una med ia de t r e s pac ientes 
p o r h o r a , s igu iendo una d i s t r i b u c i ó n de Po isson. El ún i co 
m é d i c o que está en el a m b u l a t o r i o a t iende una med ia de 6 
pacientes p o r ho ra . Los t i e m p o s de a tenc ión siguen una dis
t r i b u c i ó n exponenc ia l . La p regun ta que se p lantea el g e s t o r 
es si vale la pena c o n t r a t a r a un n u e v o m é d i c o o n o ( cons ide 
r a n d o que és te real izará el m i s m o n ú m e r o de pac ientes) . 

6.2. La llegada de enfermeras a una farmacia del hospital Todosa lud 
puede descr ib irse a t ravés de una d is t r ibuc ión de Poisson. Los 
t i empos de servicio uti l izan una d is t r ibuc ión exponencia l . La 
tasa de llegada es de 45 enfermeras p o r hora , mientras que 
cada farmacéut ico puede a tender a 50 enfermeras p o r hora . El 
coste de cada en fe rmera es de 15 euros p o r hora , mient ras que 
cada farmacéut ico gana 10 euros p o r hora. Encont ra r el núme
r o ó p t i m o de farmacéut icos a cont ra ta r . 

6.3. U n c e n t r o de a tenc ión p r imar ia t i ene que admin is t ra r la vacu
na de po l iomie l i t i s a los n iños de un ba r r i o . El c e n t r o está o r 
ganizado de f o r m a que los padres van l legando c o n los n iños, 
f o r m a n d o una cola y s iendo a tend idos 40 p o r ho ra , c o n una 
d is t r i buc ión exponenc ia l , p o r cualquiera de las en fe rmeras 
que están de serv ic io . Este serv ic io de vacunac ión se o f rece 
una vez a la semana, y en este día las llegadas se realizan con 
una tasa igual a 40 n iños p o r hora . El d i r e c t o r del c e n t r o sabe 
que la mayor ía de los padres v ienen du ran te sus horas de t r a 
bajo y p o r e l lo qu ie re l im i ta r el t i e m p o to ta l de admin is t rac ión 
de la vacuna a 15 m i n u t o s ( inc luyendo la espera) . ¿Cuántas en 
fe rmeras t e n d r á que ut i l izar el gerente? 

6.4. U n f i s i o te rapeu ta t i e n e un p e q u e ñ o c o n s u l t o r i o en d o n d e 
t raba ja c o n pac ientes o p e r a d o s de rod i l la . Son en med ia 8 los 
pacientes que llegan p o r las ta rdes s igu iendo una d i s t r i b u c i ó n 
de Poisson. El t i e m p o de serv ic io del f i s i o te rapeu ta sigue una 
d i s t r i b u c i ó n exponenc ia l c o n una tasa med ia de serv ic io de 9 
pacientes p o r ho ra . Po r las mañanas no está nada o c u p a d o , 
p o r q u e la mayor ía de pacientes p re f i e re v e n i r p o r las ta rdes . 
Después de var ios años de exper ienc ia , el f i s i o te rapeu ta 
sabe que, en genera l , si un pac ien te llega a su clínica y hay 
o t r o s t r e s espe rando a ser a tend idos , éste cambia rá de f is io
t e r a p e u t a . Para i n t e n t a r c o n v e n c e r a a lgunos de sus pac ien
tes a ven i r p o r la mañana, dec ide da r vales para a l m o r z a r en 
el bar de la esquina. C o n esta tác t ica c ree que p o d r á r e d u c i r 
la tasa de llegadas de la t a r d e a 5 pacientes p o r ho ra . Si la 
pé rd ida de un pac iente significa una pé rd ida de 20 e u r o s , 
¿cuánto estar ía d i spues to a pagar p o r cada vale c o n s i d e r a n d o 
que cada mañana y cada t a r d e es de 4 horas? 
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A P E N D I C E 6.1 
T a b l a d e n ú m e r o s a l e a t o r i o s 

1239650125 I142160902 4527058366 1430875177 2821660618 8377041005 
1370937859 8611794741 9815467859 9902648765 8411668944 7446544112 
0926561938 1497952703 8609672743 4339955985 7272012830 1644676720 
1639438732 2405306350 7914214780 4677121705 7791648017 8176854669 
6749281769 7502962776 9671479586 9093449703 5 3 6 8 2 1 0 1 I I 4339625930 

8912349495 
9172674928 
9916253764 
0178780337 
9128374452 

7679203454 
7759918425 
2363211025 
8652658498 
9615307086 

9981241957 
7230206493 
6282095638 
7424574963 
3542787227 

4032184023 
2581236968 
3001769692 
518567586! 
6735835540 

4683141252 
3 I77342357 
8059067287 
9919589016 
6005786976 

2008225353 
9568401934 
4185944112 
7193770252 
I738020959 

4412773934 5251827422 3399383961 
0112378549 2562566485 6582696326 

9764534919 7108528926 2628877567 
1089265935 7552101346 6433830583 

6 4 8 4 I I 8 9 1 7 4127133914 3687936583 8363383157 9380150844 2984673476 
7485396877 1398185872 1298594465 5141064723 5658307618 3659683979 
4449420399 3106053098 5647103564 4730042272 9397192556 6329548442 

4931720558 5644540248 8583519254 5956489316 6647190158 6024106022 
7019256915 8735782233 9315124105 6211324018 2835893430 3460537007 
7088642561 3802788585 4015059652 3577040333 5596749322 6100976968 
1322899809 8 4 I I 7 1 1 7 3 5 3383210443 15581388I I 8636254576 9483732238 
7644596455 7727801919 2425499018 9548164500 3705900236 1713960284 

4350250689 
3969625810 
9867466169 
2336529609 
8497899420 

5583998402 
7127183350 
3959776552 
8083742448 
6831646060 

8094153554 
4809003690 
8642913942 
1499051196 
7649824834 

7641705754 
2376632426 
3395147232 
8052499450 
3614066579 

1338635552 
7457842856 
1594796171 
8 I86045265 
5186204268 

75970305 I5 
6287196405 
6959239675 
1772149893 
3416788948 

1383109138 8248598021 5880393712 1869970313 3950714593 7974854777 
9755836769 8902846338 9965787689 7335817518 7384119119 3462832927 
9459378972 9605697733 1001598997 2998482807 2873138839 7637508522 
1156270803 1745774801 1544226029 7718016727 7240282667 601866799! 
4281042330 4927846359 3928115864 5928523182 1770087219 1465417792 



7. SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS 

7 . 1 . C a p í t u l o 2 

Problema 2.1 

• P ^ = Can t i dad de pacientes de t i p o I t r a t ados en el c e n t r o A . 

• P ^ = Can t i dad de pacientes de t i p o I t r a t ados en el c e n t r o B. 

• P 2 = Can t i dad de pacientes de t i p o 2 t r a t ados en el c e n t r o B. 

• P ^ = Can t i dad de pacientes de t i p o I t r a t a d o s en el c e n t r o C . 

• ^ Can t i dad de pacientes de t i p o 2 t r a t ados en el c e n t r o C . 

F o r m u l a c i ó n del p r o b l e m a : 

M i n Z = 26PIA +28PIB +33P B2 +24PIC +28P ^ 

s. a. 

P * +PIB +PIC = 100 

+PB2 + P ^ = 150 

P ^ < 80 

+P|B +PB2 < 50 
+pc 

p A p B p B p C p c > n 
r i ' r i ' r 2 ' r i ' ' 2 — " 

+P1C- + P 2 < 120 

Problema 2.2 

• T = n ú m e r o de anunc ios en te lev is ión . 

• R = n ú m e r o de anunc ios en rad io . 



146 Métodos cuoní/íot/Vos para la toma de decisiones 

F o r m u l a c i ó n del p r o b l e m a : 

M a x Z = 25T + R 

I00T +5R < 1.000 
2T -R <0 

T . R ^ O 

Problema 2.3 

• P = pac ientes de pediat r ía . 

• D = pacientes de de rma to log ía . 

• O = pac ientes de o r t o p e d i a . 

• N = pacientes de neuroc i rug ía . 

M a x Z = I00P +200D +I50O +I80N 
s. a. 

P + 0 < 120 

5P +5D +20 +4N < 200 
2P +8D + 0 +5N < 140 

P +D +8N < 110 

4P +8D +160 +I0N < 240 
I0P +I4D +80 +I2N < 320 

P, D ,O,N>0 

Problema 2.4 

• AR = C a n t i d a d , en mg , de ác ido acet i l -sal icí l ico en Resacón. 
• A j = C a n t i d a d , en mg. , de ác ido acet i l -sal icí l ico en Jaquecón. 
• Pr = C a n t i d a d , en mg , de pa race tamo l en Resacón. 
• Pj = C a n t i d a d , en m g , de pa race tamo l en Jaquecón. 

M a x Z = 70AR +I20AJ +30PR +80^ 
s. a. 

-0,25 A R +0,25 PR <0 
-0,75AJ +0,25^ <0 
O^OAj -O.SOPj <0 

AR PR <400 

A j Pj <300 

A . - A . ^ . ^ . ^ O 
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Problema 2.5 

XA = pac ientes de t i p o 
Y a = pacientes de t i p o 
Z a ^ pac ientes de t i p o 
X b = pacientes de t i p o 
Yb = pacientes de t i p o 
Z b = pac ientes de t i p o 
X c = pacientes de t i p o 
Y e = pacientes de t i p o 
Z c = pac ientes de t i p o 

X t r a t a d o s en 
Y t r a t a d o s en 
Z t r a t a d o s en 
X t r a t a d o s en 
Y t r a t a d o s en 
Z t r a t a d o s en 
X t r a t a d o s en 
Y t r a t a d o s en 
Z t r a t a d o s en 

el hosp i ta l A . 
el hosp i ta l A . 
el hosp i ta l A . 
el hosp i ta l B. 

el hosp i ta l B. 
el hosp i ta l B. 
el hospi ta l C . 

el hosp i ta l C . 
el hosp i ta l C . 

Max = 420XA +360YA +300ZA +420XB +360YB +300Ze +420XC +360YC +300ZC 
s.a. 

XD +Y0 +Z„ 

2XA +I,5YA +I,2ZA 
+2X. +I,5YI, +I,2ZB 

800XA +800YA +800ZA -700XB -700YB -700ZB 
X . Y. Z . X,. Y. Z. 

2XC 

+Y. 

<700 
<800 

+ZC < 450 
< 13 
< 12 

+ I,5YC +I,2ZC < 5 
< 0 

Yr Zr 0 < 0 

Problema 2.5 

• X = cant idad inve r t i da en el f o n d o de invers ión i 

M a x Z = X í l + r ^ X , 

s. a. 

Problema 2.6 

Pa ráme t ros : 

£ x ¡ =10.000.000 

" l X ¡ < 2.000.000 

X , > 500.000 

X , > 0 

• i, m = índice y n ú m e r o de l a b o r a t o r i o s . 
• j , n = índice y n ú m e r o de a lmacenes. 
• t , T = índice y n ú m e r o de t r i m e s t r e s . 
• Si = capacidad de stock m á x i m a en el l a b o r a t o r i o i 
• p¡ = cos te de p r o d u c c i ó n un i t a r i o 
• c¡j = cos te un i t a r i o de t r a n s p o r t e e n t r e i y j 
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• I* = capacidad de p r o d u c c i ó n m á x i m a del l a b o r a t o r i o i en el pe 
r í o d o t 

• k * = cos te un i t a r i o de a lmacenaje en el l a b o r a t o r i o i 

• h [ = cos te un i t a r i o de a lmacenaje en el a lmacén j 

• r* = demanda que sale del a lmacén j d u r a n t e el p e r í o d o t 

Var iab les: 

• X * = cant idad p r o d u c i d a en el l a b o r a t o r i o i y enviada en el pe
r í o d o t 

• S* = cant idad p r o d u c i d a en i y a lmacenada en el p e r í o d o t 

• = cant idad t r a n s p o r t a d a del l a b o r a t o r i o i al a lmacén j en el 
p e r í o d o t 

• = cant idad a lmacenada en el a lmacén j al f inal del p e r í o d o t 

F o r m u l a c i ó n : 

M in Z = 

s. a. 
=i j=i ¡=i j=i í=i 

j T z j - S ^ " 1 - X ^ < 0 i = l , . . . , m t = l , . . . , T 

X ^ + S ^ X j i = l , . . . , m t = l , . . . , T 

m 

X Z J - W ; - 1 < r ; j = l , . . . , n t = l , . . . , T 
i=l 

X i . S ' . Z ' W ' > 0 1 = 1, . . ,m j = l , . . . , n t = l , . . . , T 
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7.2. Capítulo 3 

7 .2 .1 . C i e r t o - F a l s o 

1) C 6) C I I ) C 16) F 
2) F 7) C 12) C 17) F 
3) F 8) F 13) C 18) C 
4) C 9) F 14) F 19) C 
5) F 10) C 15) F 20) C 

7 .2 .2 . E lecc ión M ú l t i p l e 

1) b 
2) d 
3) b 
4) d 

5) c 
6) b 
7) c 
8) b 

9) c 
10) d 
11) d 
12) b 

13) a 
14) c 
15) d 

7 .2 .3 . P r o b l e m a s 

Problema 3.1 

Puntos e x t r e m o s 

z = x , + 2 z = x . + 6 x . 

Problema 3.2 

D e f i n i m o s S, S2 y S3 c o m o las var iables de ho lgu ra asociadas las res
t r i c c i ones . 2 p u n t o s e x t r e m o s fact ib les: 

X i = 0; X 2 = 0; X3 = 0; Si = 12; S2 = I I ; S3 = 20 ; Z = 0 

X i = 3,09; X2 = 2,23; X3 = 0; Si = 0; S2 = 0; S3 = 7,13; Z = 14,59 

Problema 3.3 

D e f i n i m o s S, S2 y S3 c o m o las var iables de ho lgura asociadas las 
res t r i cc iones . La so luc ión ó p t i m a es: X , = 6,67; X2 = 0; X3 = 36,67; 
S = 116,6; S = 0; S = 0; Z = 66 ,67 
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Problema 3.4 

Def in imos S, S2 y S3 c o m o las variables de holgura asociadas las res
t r icc iones. C o m o sabemos que en la solución óp t ima X , y X3 son po 
sitivas y X2 = 0, podemos af i rmar que, en la solución óp t ima, las dos 
pr imeras son básicas, mientras que la úl t ima no es básica. A l efectuar 
el m é t o d o Simplex, en la i terac ión inicial las t res variables son 
no-básicas, p o r lo que escogeremos X , o X3 para en t ra r en la base, 
pe ro nunca X^. En cada i teración in ten taremos que X j no en t re en la 
base (po rque al final t end rá que salir). La solución óp t ima del p rob le 
ma es: X , = 10; X , = 0; X3 = 10; S, = 0; S2 = 4; S3 = 0; Z = 50. 

Problema 3.5 

Soluc iones óp t imas a l ternat ivas: 

X i = 3; X 2 = 0; X3 = 2; X 4 = 0; Z = 5 

X i = 0; X 2 = 3; X3 = 2; X 4 = 0; Z = 5 

X i = 1,5; X2 = 1,5; X3 = I ; X4 = I ; Z = 5 

Problema 3.6 

So luc ión ó p t i m a : X , = 13; X2 = 0; X3 = 5; X4 = 0; Z = 51 

Problema 3.7 

So luc ión ó p t i m a : 

p * = 8 0 ; F f =0;P2B = 5 0 ; ^ ° =20;P2C = I 0 0 ; Z = I 0 I 0 

Problema 3.8 

So luc ión ó p t i m a : T = 9 , 1 ; R = 18,2; Z = 245,5 

Problema 3.9 

So luc ión ó p t i m a : P = 100; D = 200 , O = 150, N = 180; Z = 4608 ,6 

Problema 3 .10 

So luc ión ó p t i m a : A = 300 ; Aj = 150, P = 100, P = 150; Z = 5 4 0 0 0 

Problema 3.11 

S o l u c i ó n ó p t i m a : XA = 3,8; YA = 1,3; ZA = 0 ,8 ; XB = 3,8; YB = 3,0; 
ZR = 0; X = 0,6; Y r = 0; Z = 6 8 2 2 
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7 . 3 . C a p í t u l o 5 

Problema 5.1 

Puntos ef ic ientes e n c o n t r a d o s . 

0,5 
0 

0,5 

Problema 5.2 

Puntos eficientes di ferentes encon t rados con el m é t o d o de los pesos: 

I 
0,7 
0 

0 
0,3 
I 

3,1 
0 
0 

2,2 
3 
2,1 

0,0 
0 
3,8 

7,5 
6 
0,3 

5,8 
12 
19,6 

Problema 5.3 

Puntos eficientes di ferentes encon t rados con el m é t o d o de los pesos: 

w , 

l 
0,8 
0,7 
0,5 

0 
0,2 
0,3 
0,5 

6,7 
3,2 
0 
0 

0 
5,2 
5,6 
2,5 

36,7 
28 
24,4 

0 

66,7 
58 
54,4 

2 

-103,3 
- 5 4 , 8 
-45 ,6 

12,5 

Problema 5.4 

Puntos ef ic ientes e n c o n t r a d o s c o n el m é t o d o de la r e s t r i c c i ó n . 

2 
1,5 
I 
0,5 
0 
0 
0 

4 
3 
2 
I 
0 

- 3 
- 6 

-A 
- 3 
- 2 
- 1 

0 
I 
2 



52 Métodos cuaní/íot/Vos para la toma de decisiones 

7 . 4 . C a p í t u l o 6 

Problema 6.1 

Tasa de llegada 
Tasa de servicio 
N ú m e r o de servidores. 

Factor de uti l ización 
Probabil idad de 0 en el sistema , 
N ú m e r o medio en la cola 
T iempo medio en la cola 
N ú m e r o medio en el sistema . . 
T iempo medio en el sistema . . . 

0,500 
0,500 
0,500 
0,167 
1,000 
0,333 

0,100 
0,600 
0,333 
0,01 I 
0,533 
0,178 

Problema 6.2 

Tasa de llegada 
Tasa de servicio 
N ú m e r o de servidores 
Factor de uti l ización 
Probabilidad de 0 en el sistema. 
N ú m e r o medio en la cola 
T iempo medio en la cola 
N ú m e r o medio en el sistema . . 
T iempo medio en el s istema. . . 
Coste del t i empo de espera . . . 
Coste de los farmacéut icos. . . . 
Coste to ta l 

45 
50 

I 
0,90 
0,10 
8,1 
0,18 
9,0 
0,2 

27 
10 
37 

45 
50 

2 
0,28 
0,38 
0,23 
0,01 
1,13 
0,03 
0,5 

20 
20,5 

45 
50 

3 
0,07 
0,40 
0,03 
0,01 
0,93 
0,02 
0,28 

30 
30,28 

Problema 6.3 

Apl icando las fórmulas con diversos valores para el n ú m e r o de enfer
meras, t end remos que el n ú m e r o ó p t i m o de enfermeras es igual a seis. 

Problema 6.4 

El n ú m e r o t o t a l m á x i m o en el s istema es igual a 4 ( t res en cola y uno 
s iendo a tend ido ) . Si apl icamos las fó rmu las co r respond ien tes (ver 
sección 6.6), la p r o p o r c i ó n de personas perdidas p o r q u e el s istema 
está l leno es igual a 18,5 %. Es deci r , que en media llegan 8 personas 
p o r ho ra , en c u a t r o horas l legarán en p r o m e d i o 32 personas, de las 
cuales se pe rde rán 9,4 pacientes, con un coste igual a 188 eu ros . 
A h o r a b ien, si apl icamos la pol í t ica de vales, vendrán en p r o m e d i o 5 
personas p o r ho ra , o sea 20 pacientes en cua t ro horas y los doce 
restantes vendrán p o r la mañana (si cons ideramos que t o d o s acep
tan los vales). Po r lo t a n t o , el cos te p o r vale t iene que ser, c o m o má
x i m o igual a 188/12 = 15,6 euros , ya que si este cos te es m a y o r val 
d rá más la pena p e r d e r pacientes que implantar la pol í t ica de vales. 
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Desde que in ic ió sus act iv idades, la Fundación BBV ha s ido la 
respuesta ins t i tuc iona l del G r u p o BBV a la vo lun tad y al c o m 
p r o m i s o de c o m p l e m e n t a r una sól ida est rategia e c o n ó m i c a y 
f inanciera de su ges t ión c o n un f i r m e p rog rama de sensibi l i 
dad social y de c reac ión cu l tu ra l , o r i en tados a la m e j o r a del 
e n t o r n o en el que desar ro l la su act iv idad. 

La Fundación BBV t rabaja en p royec tos de invest igación para 
de tec ta r los p rob lemas que más afectan a la soc iedad españo
la, a t ravés de los es tud ios mul t id isc ip l inares, la re f l ex ión y el 
debate pos te r io r . P re tende , incluso, i r más allá, anal izando los 
p rob lemas desde el c o n t e x t o e u r o p e o y desde la perspect iva 
in te rnac iona l . 

En sus cerca de d iez años de ex is tenc ia , la Fundac ión BBV ha 
desar ro l lado r igurosas invest igaciones sob re cuest iones c o m o 
la sanidad y la salud, el Estado de Bienestar, el f u t u r o del t r a 
bajo y la inact iv idad labora l , la ét ica f inanc iera o la mov i l i dad 
urbana. Es i m p o r t a n t e destacar o t r o c o n j u n t o de es tud ios l le
vados a cabo p o r la Fundac ión, tales c o m o la ident idad cu l t u 
ral y nacional y el nuevo o r d e n mund ia l , las a l ternat ivas a la so
c iedad compe t i t i va , y V is iones de Europa. 

La Fundación ha hecho t amb ién una no tab le c o n t r i b u c i ó n al 
c a m p o del c o n o c i m i e n t o e c o n ó m i c o y de la real idad social , 
con invest igaciones sob re magni tudes c o m o el stock de capi
ta l , invers ión , renta , p r o d u c c i ó n , etc. , de España y sus p r o v i n 
cias y comun idades , c o n da tos que cub ren ya los ú l t imos cua
ren ta años de la e c o n o m í a española. 

En resumen , hasta el m o m e n t o la Fundac ión BBV ha organiza
d o 170 encuen t ros , real izado cerca de 500 invest igaciones, 
270 seminar ios y más de 4 5 0 conferenc ias. Su Programa C á t e 
d ra ha pos ib i l i tado la estancia y t r aba jo en cen t ros españoles 
de c ient í f icos ex t r an j e ros de más de 40 univers idades, y de 
c ient í f icos españoles en la Un ivers idad de C a m b r i d g e ; y se si
túa ya en 4 .250 su red de co labo rado res . 

La Fundación BBV mant iene el c o m p r o m i s o de dar a c o n o c e r 
a la soc iedad los resu l tados alcanzados en el m a r c o de sus 
p royec tos y act iv idades. D o c u m e n t a , c e n t r o ed i to r ia l de la 
Fundac ión, t i ene c o m o mis ión la ed ic ión de las publ icac iones 
der ivadas de las actuac iones de la Fundación BBV, cuyo catá
logo de publ icac iones con t i ene 175 t í tu los . 



FUNDACION DDV 

D e b i d o a la c rec ien te comple j idad de la gest ión y admin is t ra 
c ión de las organizaciones, en las úl t imas décadas se han desa
r ro l l ado una ser ie de m é t o d o s cuant i ta t ivos dest inados a ayu
dar a los gestores a t o m a r decisiones. Este l ib ro presenta algu
nos de los m é t o d o s más relevantes ut i l izados ac tua lmente , co 
m o son la p rog ramac ión lineal y la gest ión de colas. El nivel 
de comple j idad matemát ica se mant iene al m í n i m o nivel pos i 
ble, y se hace especial énfasis en el p lan teamien to de mode los 
y en exp l icar c ó m o algunas de las técnicas ex is tentes pueden 
ayudar a so luc ionar p rob lemas que aparecen en cualqu ier o r 
ganización. Por o t r o lado, se hace hincapié en la f o rmu lac ión 
de prob lemas que aparecen en la gest ión de inst i tuc iones sani
tar ias. 

La Fundación BBV p re tende que este l ib ro s i rva básicamente 
para dos t i pos de usuar ios: el admin i s t rado r general o admi 
n i s t rador en potenc ia , que pueden sacar p rovecho de su uso 
y de la c o m p r e n s i ó n de los mode los cuant i ta t ivos; y para es tu
diantes de cursos de posgrado o masters en gest ión y admi 
n is t rac ión. 
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